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1. Describa los resultados obtenidos a la luz de los objetivos y compromisos que adquiri6 en la solicitud
de su proyecto. Incluya tantas tablas como objetivos contempld.

Objetivo n° 1 Creacién de un Recurso Didactico Integral
Actjvjdades que habia previsto en la | Crear un libro con una amplia gama de cuestiones
solicitud del proyecto: tedricas y de problemas de electromagnetismo y

electronica, clasificados por niveles de dificultad y
alineados con el temario de la asignatura.
Actividades realizadas y resultados | Se ha elaborado un libro completo que cubre los contenidos
obtenidos: fundamentales de electromagnetismo de la asignatura
“Fundamentos Fisicos y Electronicos de la Informatica’.
El material incluye numerosos problemas resueltos paso a
paso y cuestiones tebricas distribuidas segtin los bloques
del temario.
Ademas, se han generado todas las figuras del libro de
forma original, adaptandolas a cada problema para
garantizar claridad visual.
El libro esta finalizado en su contenido y se encuentra en
fase de revision final antes de ser enviado a la editorial de
la UCA para su publicacién. Durante este curso, se ha
utilizado con el alumnado una version en PDF en formato
beta.

1 Esta memoria no debe superar las 6 paginas.
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Objetivo n° 2

Actividades que habia previsto en la
solicitud del proyecto:

Actividades
obtenidos:

Objetivo n° 3

realizadas vy

resultados

Actividades que habia previsto en la
solicitud del proyecto:

Actividades
obtenidos:

Objetivo n° 4

realizadas vy

resultados

Actividades que habia previsto en la
solicitud del proyecto:

Actividades
obtenidos:

Objetivo n° 5

realizadas vy

resultados

Actividades que habia previsto en la
solicitud del proyecto:

Actividades
obtenidos:

realizadas vy

resultados

Implementar Métodos Didacticos Adicionales
Introducir métodos didacticos que complemente a los
actuales y faciliten el aprendizaje activo y participativo,
fomentando el pensamiento critico y la resolucion de
problemas.

Se ha utilizado el libro como soporte para actividades
guiadas en clase, resolucion participativa de problemas y
posterior trabajo auténomo.

La estructura por niveles de complejidad ha permitido
plantear actividades secuenciadas tanto en el aula como
fuera de ella.

Optimizar el Aprendizaje y Rendimiento Estudiantil
Proporcionar a los estudiantes una herramienta de
estudio adicional que les permita practicar y consolidar
sus conocimientos, mejorando asi su rendimiento
académico en la asignatura.

El alumnado ha dispuesto de una version preliminar de los
problemas resueltos en el libro.

Se han organizado sesiones de resolucién conjunta,
permitiendo resolver dudas frecuentes, reforzar conceptos
clave y corregir debilidades de los problemas.

Ademas, el libro incorpora un formulario con las ecuaciones
del temario, de manera que el alumnado tiene a su
disposicion una herramienta util para la resolucion de los
ejercicios de manera auténoma.

Generar Recursos Complementarios para el
Profesorado

Ofrecer un recurso complementario que pueda ser
utilizado por los docentes para enriquecer sus clases y
diversificar las actividades de evaluacion.

El libro se ha utilizado como base para proponer problemas
en clase y plantear actividades practicas.

Los docentes implicados en la asignatura disponen ahora
de un repositorio estructurado de problemas con soluciones
detalladas que facilitan la preparacion de materiales
docentes.

Fomentar el aprendizaje autodirigido y la participacion
activa

Promover el aprendizaje autobnomo y la adquisicion de
competencias genéricas y transversales a través de
actividades practicas

La distribucion de los problemas resueltos ha permitido que
los estudiantes organicen su estudio de forma auténoma.
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Los problemas resueltos paso a paso han funcionado como
guia de autoaprendizaje, reforzando la comprension y el
desarrollo de competencias transversales.

2. Realice una breve valoracién sobre la influencia del proyecto ejecutado en la evolucion de las
asignaturas implicadas.

Analisis del impacto de la innovacién en las asignaturas relacionadas con el proyecto

La aplicacion del libro de problemas ha tenido un impacto positivo en la asignatura Fundamentos Fisicos
y Electrénicos de la Informatica. El alumnado (aprox. 250 estudiantes) ha utilizado los problemas
resueltos como apoyo principal para el estudio y la resolucién de ejercicios, lo que ha favorecido el
aprendizaje autbnomo y una mejor preparacion de las clases y evaluaciones.

Desde el punto de vista docente, el recurso ha permitido estructurar de forma mas coherente las
actividades practicas y ha facilitado la planificacion y coordinacidn. Se observa una mayor implicacién y
seguimiento del alumnado. Se prevé que, tras su publicacion, el libro consolide su uso y amplie su
alcance.

Se adjuntan a continuacién varias imagenes con la portada del libro y algunas paginas con ejercicios
resueltos y formulario del libro:

25 Cuastionas v

3. Al tratarse de una carga diseri-
busida de manera uniforme ¥ dada I

plano y nepativa s estamos por de-
baje,

una superficie g
con bases parlel

¢x=j;l‘. s = Tt

5. Vemus que para aplicar la ley de
Gauss, endremos que caleular pre-
viamente el flujo eléctrico & raves
de cads una. de las superficies que
formn Ia peomeeria gaussiana (dos
bases y una superficse lateral).

En primer lugar, caloulamos el flujo eléctrico neto en la superficie gaussiana. Pars
E

gmrem'imn(k—.l planoE = EE,
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S — COPICT. COpe LRdnee (Formulclrio de ecuaciones

1. Campo Eécirico

(1) Analisis del probier s Cusntiacion de I camps: « Gampo ecerico dise. de rarga:
oy de o i

S e

n=f:»ﬁé (L9)

. -

o Diserib i

dg=pdV (110)

uperficial:

2. ley de Gauss
o Flujo slectrico

o= [Bas @y

3. Potencial Eléctrico

« Potencial dist. de carga.

v (32) v=w]'ﬂ (35
G

3. Incluya en la siguiente tabla el numero de alumnado matriculado y el de respuestas recibidas en cada
opcién y realice una valoracion critica sobre la influencia que el proyecto ha ejercido en la opinién del
alumnado.

Opinion del alumnado al inicio del proyecto
NUmero de alumnado matriculado: 250
Valoracion del grado de dificultad que cree que va a tener en la comprension de los contenidos y/o en
la adquisicién de competencias asociadas a la asignatura en la que se enmarca el proyecto de
innovacion docente
Ninguna Poca dificultad Dificultad media Bastante Mucha dificultad
dificultad dificultad

Opinion del alumnado en la etapa final del proyecto
Valoracion del grado de dificultad que ha tenido en la comprension de los contenidos y/o en la
adquisicion de competencias asociadas a la asignatura en la que se enmarca el proyecto de
innovacion docente

Ninguna Poca dificultad Dificultad media Bastante Mucha dificultad
dificultad dificultad
X

Los elementos de innovacion y mejora docente aplicados en esta asignatura han favorecido mi
comprension de los contenidos y/o la adquisicion de competencias asociadas a la asignatura
Nada de acuerdo = Poco de acuerdo | Nienacuerdoni = Muy de acuerdo | Completamente de

en desacuerdo acuerdo
X
En el caso de la participacion de profesorado invitado
La participacion del profesorado invitado ha supuesto un gran beneficio en mi formacion
Nada de acuerdo = Poco de acuerdo | Nienacuerdoni = Muy de acuerdo | Completamente de
en desacuerdo acuerdo
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Valoracion critica sobre la influencia que ha ejercido el proyecto en la opinién del alumnado
La percepcion del alumnado ha sido positiva, destacando los siguientes aspectos:

Claridad en la exposicién de los problemas.

Utilidad de las soluciones detalladas para estudiar de forma auténoma.
Mejora de la seguridad para afrontar examenes y practicas.

Valor afiadido de las figuras creadas especificamente para los enunciados.

4. Describa las medidas de difusién a las que se comprometié en la solicitud y las que ha llevado a cabo2.

Descripcion de las medidas comprometidas en la solicitud

Jornadas de Innovacion Docente de la Universidad de Céadiz.

Descripcion de las medidas que se han llevado a cabo

La difusion se ha realizado de las siguientes formas:

Distribucion de los problemas resueltos en las sesiones préacticas.

Comunicacion informal con otros docentes del area interesados en el recurso.

Prevision de presentar los resultados en proximas jornadas de innovacion docente de la
Universidad.

Una vez finalizada la revisidn, el libro sera enviado a una editorial para su publicacion, lo que
permitira su difusion institucional y académica.

2 Sj en la solicitud no indicd compromiso de difusion de resultados, este criterio no se tendra en cuenta en la evaluacion.
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[Unidqdes y Constantes Fisicas

Unidades Fisicas

Nombre Simbolo Magnitud Unidades base SI
Amperio A Corriente Eléctrica A
Coulombio C Carga Eléctrica As
Faradio F Capacidad A?st kg tm™?
Gauss G Campo magnético 1074 kgs2 A1
Grado © Angulo Plano % rad
Henrio H Inductancia kgm?s=2 A2
Herzio Hz Frecuencia st
Julio J Energia y Trabajo kgm?s—2
Kilovatio-hora ~ kWh Energia 3.6 - 108 kgm? s~2
Newton N Fuerza kgm s2
Ohmio Q Resistencia Eléctrica kgm?s=3 A2
Radian rad Angulo Plano rad
Siemens S Conductancia Eléctrica kg=tm=2s3 A2
Tesla T Campo magnético kgs=2 A7t
Vatio W Potencia kgm?s=3
Voltio \Y% Potencial Eléctrico kgm?s=3 A1
Constantes Fisicas
Nombre Simbolo Valor Unidades Unidades SI
Carga electron ge =€ —-1.6-107% C As
Carga proton GQW=p 1.6-1071 C A's
Constante Coulomb k 8.987 - 10° N m? C2 kg m® A™% g4
Masa electrén Me 9.109 - 1073 kg
Masa proton My 1.673-10=%7 kg
Masa neutréon M, 1.675-10727 kg
Permeabilidad vacio Lo 471077 N. A2 kg- m-s 2. A2
Permitividad vacio €0 8.854-1072 C* N ' m? A% s7* kg m®







[Notqcién

Variables Vectoriales

r Vector de la variable r. Comtinmente representado como 7.
r Moédulo del vector r. Comunmente representado como |7].
r Vector unitario de la variable r.
1, 7, k. Vectores unitarios cartesianos con direcciones x, Yy, z, respectivamente.
g Elemento diferencial de posicion.

Usualmente, dr = dx;7; con dx; = dx,dy,dz y 7, = 1, ], k.
dl Vector diferencial de longitud.
dS Vector diferencial de superficie.

VV  Gradiente del campo escalar V — VV = — (%—Z 1+ %—Z ]+ ‘Z)—‘Z/ /%)
Integrales
[pdl (=], dxi> Integral de linea
' - (dzy,dxj, dxy, =
JsdS (= [[sdS= [, fzj d:z:idxj> Integral de superficie

=dx,dy,dz)
fV dv (= fffv dV = le fzj fzk dmidmjdxk) Integral de volumen

550 dC'"  Integral cerrada en el camino o superficie C.

Variable Real

N Conjunto de los niimeros naturales.
Z  Conjunto de los niimeros enteros.

R Conjunto de los niimeros reales.

Variable Compleja

C Conjunto de los niimeros complejos.






[Tablas

Longitud, Areq, Volumen

Longitud Area Volumen
Esfera 47rr? s
Circulo-Circunferencia 27r r?
Cilindro 27r? +2nrh - wrlh
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1.1 Carga atémica

1.2 Fuerza Eléctrica - Ley de Coulomb
1.3 Campo eléctrico

1.4 Cuestiones

1.5 Problemas

1.1

O. Campo Eléctrico

Carga atémica

La materia esti constituida por atomos, que a su vez estan formados por protones
(p), electrones (e) y neutrones (n). Los electrones se encuentran en la corteza
atomica orbitando al niicleo, el cual esta formado por protones y neutrones. Existen
dos propiedades que caracterizan al nicleo atéomico:

NGmero atémico, =

Cuantifica el ntimero de protones presentes en el nicleo de un atomo, Z = p.

NUimero masico, A

Cuantifica el niimero de protones y neutrones presentes en el nicleo de un atomo,
A=p+n.

Protones, electrones y neutrones tienen masa, siendo la de los electrones mucho menor
que la de los protones y neutrones, Tabla 1.1.

Tabla 1.1: Carga eléctrica y masa de los electrones, protones y neutrones.

Particula ~ Carga (C) Masa (kg)
Electron (e) -1.6-107'  9.1093-1073!
Proton (p)  1.6-1071%  1.6726-10727
Neutron (n) 0 1.6749-107%7
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2 Capitulo 1. Campo Eléctrico

Ademés, protones y electrones presentan otra propiedad fundamental e intrinseca
denominada carga eléctrica, con las siguientes caracteristicas:

Polaridad de la carga

La carga eléctrica se presenta en dos estados, positiva y negativa, asociados a
protones y electrones, respectivamente. Cargas del mismo signo se repelen mientras
que cargas de signos contrarios se atraen. Asi pues, los protones repelen a otros
protones y atraen a electrones de igual manera que los electrones repelen a otros
electrones y atraen a protones. Los neutrones carecen de carga, como su propio nombre
indica, asi que los protones o los electrones no ejercen atraccion o repulsion eléctrica
sobre ellos.

Conservacion de la carga

La suma algebraica de todas las cargas eléctricas en cualquier sistema cerrado es
constante.

Cuantizacién de la carga

La carga eléctrica siempre se presenta como un entero multiplo de una cantidad bésica
de carga del electron.

q=ze, z€Z (1.1)

Clasificacion de los materiales

En funcién de la facilidad que tienen los electrones de moverse a través de los materiales,
es comun clasificar a los materiales como:

Conductores: en ellos parte de los electrones de valencia pueden moverse libremente
a en el seno del material. Ejemplos de este tipo de materiales son los metales.

Aislantes: Materiales en los que los electrones estan muy ligados a los &tomos proximos
y ninguno puede moverse libremente. Ejemplos de aislantes son la madera o el vidrio.

Semiconductores: se caracterizan porque la facilidad con que se mueven los electrones

a través de ellos puede variar. Materiales semiconductores son el Silicio o Germanio.

Fuerza Eléctrica - Ley de Coulomb

La atraccion o repulsion que sienten los materiales cargados evidencia la existencia de
una fuerza de origen eléctrico, que se puede caracterizar a partir de las conclusiones
que se presentan a continuacion.
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La fuerza eléctrica que se establece entre dos cargas puntuales! q; v ¢a:

— Es atractiva si las cargas son de signo opuesto y repulsiva si las cargas tienen el
mismo signo. Sentido de la fuerza.

— Tiene una direccién que viene determinada por la recta que une ambas cargas.
Direccion de la fuerza.

— Tiene una magnitud que es inversamente proporcional al cuadrado de la distancia
que las separa y directamente proporcional al producto de las cargas. Mddulo o
magnitud de la fuerza.?

q1|192

\F12|—F12—/<;| || |, (1.2)
donde Fi5 es la fuerza que ejerce ¢ sobre ¢o, r es la distancia que separa ambas
cargas y k es la conocida como constante de Coulomb? y esta relacionada

con la permitividad del vacio?, ¢, a través de la siguiente relacion:

1
k= . 1.3
471'80 ( )

Ley de Coulomb

Las conclusiones anteriores son conocidas como la ley de Coulomb, la cual se puede
generalizar en forma vectorial como

Fy, leQZ Iy = lesz

12, (14)
donde ri5 es el vector que define la posicién de ¢y respecto de ¢; v 712 es el vector
unitario (|72 = 1) en esa direccion, o lo que es lo mismo, es el vector unitario dirigido
de ¢; hacia gs.

Al igual que la carga ¢ ejerce una fuerza, Fi9, sobre la carga ¢, esta segunda
carga ¢o ejercerd una fuerza, Fo1, sobre la carga ¢;. Estas dos fuerzas obedecen
la tercera ley de Newton; siempre tienen la misma magnitud y sentido opuesto.

Principio de superposicion de las fuerzas eléctricas

La fuerza sobre una carga puntual en reposo ¢ debida a n cargas puntuales ¢, ¢o,
.. ¢, también fijas y actuando simultdneamente, es igual a la suma vectorial de las
fuerzas ejercidas por cada una de ellas actuando por separado como si las deméas no
existiesen.

'El término carga puntual hace referencia a una cantidad de carga eléctrica concentrada en un
solo punto o a una particula con carga de tamano cero. Electrones y protones se pueden aproximar
bastante bien a cargas puntuales

2|F| y F son dos maneras equivalentes de denotar el médulo o magnitud de una fuerza.

3k ~ 8.987-10° Nm? C?

te0~8.8542-10712 C*N ™' m~
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Figura 1.1: La fuerza existente entre cargas del mismo signo es atractiva. Si las cargas
tienen igual signo, la fuerza seré repulsiva.

F:ZF:Zk%T:qu%r:qu%r (1.5)

donde F; es la fuerza que realiza la carga ¢; sobre ¢, r; es el vector que define la
posicion de g respecto de g;, r; es la distancia entre ¢ y la carga ¢;, y 7; el vector
unitario dirigido de ¢; hacia q.

Campo eléctrico

Toda carga eléctrica genera un campo eléctrico en el espacio que la rodea. Asi se dice
que una carga fuente®, go, crea un campo eléctrico, E, en un punto, P, del espacio, si
sobre una carga testigo®, ¢ , colocada en dicho punto, se ejerce una fuerza de origen
eléctrico, F, tal que

F = ¢E.

Asi podemos definir el campo eléctrico, E, en un punto del espacio como la fuerza
eléctrica que experimenta una carga de prueba ¢ en dicho punto, dividida entre el
valor de dicha carga ¢:

E—

F
- (1.6)

La unidad de campo eléctrico en el SI es igual a unidad de fuerza dividida por unidad
de carga, es decir newton divido por culombio, N/C.

5Llamamos carga fuente a la carga eléctrica que genera un campo eléctrico en el espacio.
6Llamamos carga testigo a la carga que experimenta el campo eléctrico y desarrolla una fuerza
eléctrica como resultado.
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El campo eléctrico es un vector con igual direccion que la fuerza eléctrica. Su
sentido serd igual al de la fuerza si la carga testigo es positiva y opuesto si esta
es negativa.

Campo eléctrico producido por una carga puntual

El campo eléctrico producido por una carga puntual, ¢y, en un punto del espacio,
P, puede calcularse a partir de la Ley de Coulomb. Supongamos que se sitiia una
carga testigo, ¢, en dicho punto. Esta carga sentirda una fuerza eléctrica que se puede
calcular a partir de la ecuacion (1.4):

F— 1

r

siendo r el moédulo del vector que apunta de gy a ¢ y 7 su vector unitario. Usando
ahora la ecuacion (1.6) es directo obtener el campo eléctrico producido por la carga
puntual,qg, en el punto P:

F Q9. 9,

El campo eléctrico creado por una carga puntual positiva tiene sentido saliente
de la carga, mientras que el creado por una negativa es entrante hacia la carga.

Principio de superposicion de campos eléctricos

Al igual que en el caso de las fuerzas eléctricas, se cumple que el campo debido a n
cargas puntuales q1, ¢o, ... g, en reposo y actuando simultdneamente sobre el punto P,
es igual a la suma vectorial de los campos generados por cada una de ellas actuando
por separado como si las demas no existiesen.

E = En:E - ki 7%7« (1.8)

donde E; es el campo creado por la carga ¢;, r; es la distancia entre g; y el punto P, y
7; el vector unitario en esa direccion.

Campo eléctrico debido a distribuciones continuas de carga

Si la carga eléctrica total, ¢, se distribuye en un cuerpo, el campo eléctrico se
calculard a partir de la siguiente expresion:

b [ 1 09
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donde C' hace referencia a que se integra en el cuerpo cargado, dq es el elemento
diferencial de carga, r es la distancia del elemento diferencial de carga al punto donde
se calcula el campo y 7 su vector unitario.

Para calcular el elemento diferencial de carga, se distinguen lo siguientes casos:

Carga volumétrica

Se define el elemento diferencial de carga como
dq = pdV, (1.10)

donde p = q0t/V es la densidad volumétrica de carga medida en culombios por metro
ctibico, C/m?.

El campo eléctrico total producido por dicha distribuciéon podra calcularse a partir de
la expresion (1.9) usando el elemento diferencial de carga (1.10):

E:/kﬁdw. (1.11)
14

r2

Carga superficial

Se define el elemento diferencial de carga como
dq = odS, (1.12)

donde o = ¢4t/ S es la densidad superficial de carga medida en culombios por metro
ctibico, C/m?.

El campo eléctrico total producido por dicha distribuciéon podra calcularse a partir de
la expresion (1.9) usando el elemento diferencial de carga (1.12):

r

o N
E:/Sk—2d5r. (1.13)

Carga linedal

Se define el elemento diferencial de carga como
dq = \dL, (1.14)

donde A = g1/ L es la densidad volumétrica de carga medida en culombios por metro
cubico, C/m.

El campo eléctrico total producido por dicha distribuciéon podra calcularse a partir de
la expresion (1.9) usando el elemento diferencial de carga (1.14):
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A
E:/LkﬁdLr. (1.15)
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1.4 Cuestiones

Carga atémica

Cuestion 1.1 — Culombio de carga. ;Cuantos electrones hay en un culombio de
carga negativa?

Solucion:

Se pide cuantos electrones se necesitan para obtener un culombio negativo de carga
(¢ = —1 C). Sabiendo que la carga del electron es e = —1.6 - 107! C y que la carga
esta cuantizada (ecuacion 1.1):

g==ze, (2€Z) = =z= 1 _6.25-10'® electrones
e

Hay 6.25 - 10'® electrones en un culombio de carga negativa.

Cuestion 1.2 — The Big Bang Problem. Howard, un ingeniero, y Sheldon, un
fisico tedrico, han descubierto una nueva molécula, el pacheconio. Tras los célculos
pertinentes, Howard, dice que la carga eléctrica de esta molécula es de 2.0 - 1019
C. Sheldon, afirma que ese dato es incorrecto, y que la carga eléctrica de la nueva
molécula es de 3.2 - 1071 C. ;Quién no tiene razon?

Denominaremos como ¢y a la carga predicha por Howard y qg a la carga propuesta
por Sheldon.

Como sabemos, una de las propiedades de la carga eléctrica es que esta cuantizada.
Por tanto, cualquier carga, ¢, observable debe ser siempre multiplo entero de la unidad
natural de carga, ecuacion (1.1).

Teniendo en cuenta esta propiedad, podemos comprobar cual de los dos valores es
miltiplo entero de la unidad natural de carga.

2.0-1079C
(Howard) gy = zge = zy = an

D T 13¢z
e —16-1079C 3¢

qs 3.2-107YC

El ingeniero Howard esta equivocado ya que la carga esta cuantizada. Sheldon

tiene razon.
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Fuerza eléctrica - Ley de Coulomb

Cuestion 1.3 — Convencion de signos. Si la convencién de signos para las cargas
eléctricas se cambiase de manera que el proton tuviese carga negativa y el electron
positiva, jcomo afectaria esto a la ley de Coulomb?

Solucion:

Segun la ley de Coulomb, la fuerza que ejerce una carga ¢; sobre otra ¢, se calcula a
partir de la ecuacion (1.4):

N4z
Fip = k—27‘12
r

Si se cambia la convencion de signos, podemos definir las nuevas cargas como
/ —
G = —q
[
qa = —q2

Teniendo en cuenta el nuevo criterio para las cargas eléctricas podemos calcular la
fuerza siguiendo la ley de Coulomb como:

%4 . ~01)(—) . N©as .
F,12 - k ;22T12 = k—( 17)02 2)T12 = k_/’lﬂQQTIQ = F12.

La ley de Coulomb es independiente del criterio de signos.

Cuestion 1.4 — Interaccion eléctrica entre esferas cargadas. Considere la in-
teraccion entre dos esferas idénticas cargadas con igual carga ¢, siendo su radio
mucho menor que la distancia que las separa. Si quitamos una cantidad de carga
Agq de una esfera y la anadimos a la segunda esfera, ;jcomo es la magnitud de la
nueva fuerza electrostatica: menor, mayor o igual que la anterior?

Solucion:

Dado que el radio de las esferas cargadas es mucho menor que la distancia que las
separa podemos asumir que trabajamos con cargas puntuales. De esta forma, podemos
obtener el valor de la magnitud de la fuerza electrostatica a partir de la ley de Coulomb,
ecuacion (1.2). En el primer caso, tenemos dos esferas (para nosotros cargas puntuales)
de igual valor, ¢ = g2 = ¢. Por tanto, la magnitud de la fuerza electrostética en este
caso es:
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2
|911]g2] _ L
r2

Fm:k

donde r es la distancia entre ¢; y ¢o Si a continuaciéon extraemos una cierta cantidad
de carga Aq a la segunda carga y se la anadimos a la primera, tenemos una situacion
en la que ¢} = ¢+ Aqy ¢, = ¢ — Aq. En esta situacion, la magnitud de la fuerza
electrostatica es:

|q1]]g5] g+ Aqllg—Aql P —-AF F A (Ag)?
72 =k r2 =k r2 :kr_z_k7:|F12|_k r2

/ p—
donde, 7 es la distancia entre ¢} y ¢5. La misma distancia que en el caso anterior.

Como k(AT—ZF > ( se concluye que

F{Q < F12,
y, por tanto, la fuerza disminuye en el segundo caso.

La magnitud de la fuerza electrostéatica tras el cambio en las cargas, Fj,, es
menor que la magnitud de la fuerza inicial, Fio.

Campo Eléctrico

Cuestion 1.5 — Campo eléctrico en un punto del espacio. Sea una carga testigo
de 10 nC colocada sobre un punto determinado del espacio sobre el que siente la
accion de una fuerza de 50 - 10-%2 N. Bajo estas condiciones ;qué valor tiene el
campo eléctrico E presente en dicho punto?

Solucion:

El campo eléctrico que siente la carga ¢ = 10 nC para desarrollar una fuerza F =
50 -107* 7 N se puede calcular a partir de la ecuacion (1.6):

F 50-107* N
E:—:—
g 10-1079 C

El campo eléctrico en dicho punto es 2-10° N/C.

=2-10°N/C.
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Cuestion 1.6 — Cargas testigo bajo campos magnéticos. Una carga q; = 2 nC
se encuentra en un punto P donde existe un campo eléctrico dado por E = 5-10%7
N/C. Si sustituimos la carga ¢; en el punto P por una nueva carga ¢ = —2 nC,
;cambia la fuerza electrostatica que sufre la nueva carga? ; Qué ocurre con el campo
eléctrico en dicho punto?

Solucion:

Nota: Por una mayor comodidad, en este problema utilizaremos las siguientes unidades:
10°N/C =1N/nC.

La fuerza que sufre una carga en el seno de un campo eléctrico puede determinarse a
partir de la ecuacion (1.6), F = ¢E. Por tanto, la carga ¢; = +2 nC sufre una fuerza:

Si, a continuacion, sustituimos la carga ¢; por una nueva carga ¢, = —2 nC, la fuerza
que experimenta esta carga bajo la influencia del mismo campo eléctrico es:

En ambos casos, podemos ver que:

F, F
=L =2 _-5N/nC
a1 q2

E

@ Cambiar la carga testigo de ¢1 = 2 nC a g3 = —2 nC implica un cambio en el
sentido de la fuerza, Fy = —F;.

El campo eléctrico es independiente de la carga testigo. Por tanto, el cambio de
q1 a g2 no implica un cambio en el campo eléctrico.

Cuestion 1.7 — Dipolo eléctrico. El sistema formado por dos cargas cargas pun-
tuales de igual magnitud y signo opuesto separadas por una distancia 2a se conoce
como un dipolo eléctrico. Suponga un dipolo dispuesto en el eje x de manera que
+q estd en x, = +a y mientras que —q esta en r_ = —a.

a) Encuentre el campo eléctrico creado por el dipolo en un punto en el eje z a la
derecha de +q.

b) Obtenga una expresion aproximada para el campo eléctrico, si el punto conside-
rado esta a una distancia mucho mayor que el tamafio del dipolo (z > 2a).

Dato: Exprese los resultados en funcion del momento dipolar eléctrico, p =~ 2aq.
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Solucion:

a)

Moédulo: 7y = |z — x4 = |z — df
r+
Sentido: 7y = 7

Sentido: 7_ = 1

{ Moédulo: r_ = |z —x_| = |x + q

1. En este problema, llamaremos E, y E_ a los campos generados por las cargas
puntuales ¢, vy ¢_, respectivamente. Se pueden obtener a partir de la ecuacion
del campo eléctrico para cargas puntuales (1.7):

q+ A q A

E, =k _y
P e e T e —a2 !
q— N q ~

E_ =k —k
(x — x_)Qr (x + a)? '

2. Se pide encontrar el campo eléctrico en una posicion = a la derecha de +gq.
El campo eléctrico en este punto puede calcularse aplicando el principio de
superposicion a los campos E, y E_ calculados en el punto anterior:

1 1 R (r+a)?—(x—a)? .
E=E, +E =#k — — % _
o q((w—a)? <x+a>2)l (@—aP(e+ap '
" :U2+2+2ax—x2—a2+2aa:i_k daqx .
1 (z — a)%(z +a)? " —a)2(z + a)

Si definimos el momento dipolar eléctrico como p = 2aq, podemos simplicar la ecuacion
que nos da el valor del campo:

2px ;
(x —a)*(x +a)?

E=k%

b) Si ahora consideramos que el punto esta a una distancia mucho mayor que el
tamano del dipolo, > 2a, ocurrira que:

} r—a~ax
Sla:>>a:>{

r+a~cx.
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Por tanto,

a) El campo eléctrico en un dipolo eléctrico es E = k(x_a)%’% 2.

b) El campo eléctrico creado por un dipolo eléctrico en punto cuya distancia es
mucho mayor que la del dipolo, z > a, el campo eléctrico creado por el dipolo
en dicho punto es E = ki—g 2.

El campo eléctrico de un dipolo es comunmente expresado en funcién del valor
de la permitividad eléctrica del vacio, eg = Flk' En dicho caso

1 pT . T>2a 1 p .
= 7 ~ — =1
2reg (z — a)?(z + a)? 2meq a3

Cuestion 1.8 — Campo eléctrico de una barra con densidad de carga uniforme.
Calcule el campo eléctrico generado por una barra de longitud [ con una densidad
de carga longitudinal uniforme A y una carga total () en un punto P ubicado a
una distancia a de uno de los extremos de la barra.

Solucion:

Elex

\ dqg= X\l =" \dx
Densidad uniforme: Q) = Al

| Modulo: r ==z
r=-x1
Sentido: 7 = — 1

El campo eléctrico producido por barra puede calcularse usando la ecuacion (1.14),
usando la densidad de carga lineal \ y el vector de posicion calculados previamente:

qu a+l A R . a+l dr R 1 a+l
E:[kﬁr:/a kfy(-’&):—k’)\l/a F:—k)\Z —5 =

a

(o LY b e @
a a+l ala+1) ala+1)
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El campo eléctrico producido por la barra en un punto P a una distancia a
sobre el eje de la barra es

Cuestion 1.9 — Campo eléctrico de un anillo con carga uniforme. Suponga un
anillo de radio a centrado en el origen y en z = 0. Calcule el campo eléctrico
generado por el anillo en un punto P ubicado a una distancia z sobre su eje si tiene
una carga total ¢ es uniforme y lineal.

Solucion:

Para calcular el vector de posiciéon densidad de carga-punto, tengamos primero en
cuenta los vectores origen-punto, r, y densidad de carga-punto, r’:
r, =2k, r,=acosti+asinf j.

Por tanto, el vector de posicién densidad
de carga-punto es:

r=r,—r,=—acosti—asindj+ z k.

Cuyo moédulo es:

r= \/@2(0082494—81112 0) + 22 =Va% + 22.

Previo al calculo del campo eléctrico habra que tener en cuenta ademas las siguientes
consideraciones:

1. Estamos trabajando con una densidad de carga lineal:

dg = \dl.

2. El elemento de carga diferencial corresponde a la carga en el arco definido por
el angulo diferencial df:

dl = adf.

Por tanto, podemos expresar el elemento de carga como:
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dq = \dl = Xadb.

3. Puesto que la carga es uniforme en toda la distribucién lineal:

q = A27a

El campo eléctrico producido por el anillo puede calcularse usando la ecuacion (1.14),
usando la densidad de carga lineal A\ y el vector de posicion calculados previamente:

27 2 o : A 7
E:/k@f:/k@r:/ k:Aader:k;)\a/ acosfi asm9]+zk:
l ! 0 0

r2 r3 r3 (a® + 22)3/2

kla o R A72m kla R A
:m[—CLSlnel‘i‘GCOSQ]‘i‘ZQkL) :m[(a—a)]+2ﬂ'2k:|:
B 2rhaz 5 (3) qz -

- k(a2 + z2)3/2 k= k(az + 22)3/2 k.

El campo eléctrico producido por el anillo con carga lineal total ¢ en un punto
P sobre su eje es

qz 7

E = k;i(az Py k.
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1.5 Problemas

Fuerza eléctrica - Ley de Coulomb

Problema 1.1 — Atomo de hidrégeno. Un atomo de hidrégeno esta formado
por un electrén y un protén separados (en promedio) 5.3 - 107 m. Encuentre la
magnitud de la fuerza eléctrica entre las dos particulas.

Solucion:

En un atomo de hidrégeno tenemos un protén en el niicleo (p = 1.6 - 107 C) y un
electrén orbitando en la corteza atémica (e = —1.6 - 107 C). Sabiendo que ambas
particulas estan separadas una distancia r = 5.3 - 107'! m y usando la ecuacién (1.2),
podemos obtener la magnitud de la fuerza eléctrica entre ambas particulas:

|2y |ge] o N m?[1.6-107"|C| -1.6-107"|C s
Bl = R = 0-10° — 53 10 ) — 821078 N.

En un atomo de hidrégeno, la magnitud de la fuerza eléctrica entre protéon y
electréon es 8.2- 1078 N,

Problema 1.2 — Fuerza neta en un sistema de tres cargas puntuales. Se dispone
de un sistema de tres cargas puntuales situadas a lo largo del eje x; ¢ = 50 nC
esta en el origen, go = —5 nC estda en x = 2.5 m, y ¢o = 25 nC estd en x = 5 m.
Determinar la fuerza neta ejercida por ¢; y g» sobre .

Solucion:

(I) Datos del problema
Fuerza neta sobre qq:

Fo=Fio+Fy

Esta fuerza se podra hallar apli-
cando la ley de Coulomb (ecuacion
1.4).

Vectores posicion de xq respecto de x1 y x5 son:

ryp = (950 - 351)

=
I
Ot
=
B
—N
-
o
|
—~
&
o
|
8
I
ot
B
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T90 = (.CCQ — $2) =25m

A

oo = (.CL’Q — :1;2):,% =2.5xm —
T90 = z

(ITa) Aplicando la ley de Coulomb

Aplicando la ley de Coulomb por separada y sumando posteriormente:

N m? (50- 1079 C)(25 - 10 C
Fuo = k005~ g.00 210 ) ) — 450-10773 N = 4503 nN
o C (5m)?
N m? (=5-10"2 C)(25- 10 C
Fap = k205, = 9.10° — ( I )4 — 181078 N = 180 uN
30 C (2.5m)?

Fuerza neta sobre qq:

Fo=Fi0+ Foy = 4502 — 1802 nN = 2702 nN.

(IIb) Aplicando principio de superposicion

Aplicando directamente la ecuacion 1.5 del principio de superposicion para fuerzas
eléctricas:

q14o q29o a1 . q2 .
Fo=Fio+ Fog = k——7T10 + k=572 = kqo (77"10 + 77’20) =
1o 20 T1o 20

N m? _ (50-107°C) (=5-1072Q)\ .
— . 9 J— . 9 e
=9-10° ——(25-107° C) ( Gay -t Bsmy ) i

=27-10""2 N = 2704 nN

La fuerza neta ejercida por q; y g2 sobre gg es Fg = 2702 nN.

Problema 1.3 — Fuerza neta en un sistema de tres cargas puntuales en el plano
xy. Se dispone de un sistema de tres cargas puntuales situadas sobre el plano zy;
q1 = —5 pC esta sobre el eje x en x; = 5 m, go = —15 pC esté sobre el eje y en
Yo =5m, y qo = 10 puC esta en el origen. Determinar la fuerza neta ejercida por ¢;

Y @2 sobre qq.
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Solucion:

(I) Datos del problema
Fuerza neta sobre gg:

Fo=Fio+Fy

Esta fuerza se podra hallar aplicando la
ley de Coulomb (ecuacion 1.4).

En este caso, los vectores de posicion
no tendran una tnica direccién, ya que
las cargas estén distribuidas en el plano

xy.
Los vectores posicion de xq respecto de
T1'y Tg SOI:
N N r0= (2o —21) =5m
ri= (zg— 1) =—bZm — < K
o= —2

720 = (Yo — y2) = 5m

ro0 = (Yo — ¥2)9 = —5ym — .
T20 = —Y

(IT) Aplicando principio de superposicién

Aplicando la ecuaciéon 1.5 del principio de superposiciéon para fuerzas eléctricas:

Fo=Fip+Fy = le_qurl[) + qu—gqorm = kqo (q—gll‘lo + q—;l‘Qo) =
"o 720 1o 720
N m? (—=5-1075C) (—=15-1075C)
=9.10° 10-107°C) [ ~———2(-52 —5
o (S s + S s

= 0.0182 + 0.054y N = 182 + 54y mN

La fuerza neta ejercida por q; y ¢o sobre qg es Fg = 18% + 54y mN.

Problema 1.4 — Resultante nula en un sistema de cargas puntuales. Dos cargas
puntuales estan colocadas sobre el eje x: 4 uC' en x =0y -8 uC en z = 60 cm.
.Donde debe colocarse una tercera carga g si la fuerza resultante sobre ésta debe
ser cero? jPor qué el resultado no depende del valor de ¢?



1.5 Problemas 19

Solucion:

(I) Analisis del problema

1.

2.

En este problema, llamaremos F; y Fy a las fuerzas que ejercen ¢; y ¢o sobre g,
respectivamente.

Se pide encontrar el punto en el que la resultante sobre ¢ es nula. Dicho punto
no depende del signo de q.

Fi+F,=0 <« qE1+qE2:0 & E+E =0

Region en la que se anula la resultante de las fuerzas.

Para la resolucion del problema seré ttil encontrar primero la regiéon en la que
se debe localizar la carga q para que la resultante sobre ella sea cero. Para ello,
realizaremos un analisis distinguiendo tres regiones distintas: (A) z < z1, (B)
r1<zr <y (C) x> xs.

s Siz; < x < 2y la resultante no se puede anular ya que F; y Fy tienen
igual sentido (independientemente del signo de ¢). Por tanto, la region (B)
esta descartada.

» La resultante podra ser cero si z < x1 0 si > 5 (independientemente del
signo de ¢q). Veamos en qué region ocurre que la resultante es cero:

Fi+F,=0 & |F|=F] < k,|C_I1|2|C.I| _ quzlzlql -
L] T
[l el 9 )
R |a1lry = lgalry

Teniendo en cuenta que |q;| < |ga|, la igualdad |g;|r5 = |ga|r? se cumplira si,
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y solo si, r; < r9. Por tanto, solo cabe la posibilidad de que ¢ se encuentre
en la region (A), donde x < ;.

(IT) Resoluciéon del problema

Sentido: 71 = — 1

{ Moédulo: | = |z — x4
r

Sentido: 7y = — 1

{ Moédulo: 1y = |z — x|
ro

En el punto 2 del analisis del problema hemos visto que el punto en el que la
resultante de las fuerzas es nula es independiente del valor de ¢q. Por tanto, trabajamos
directamente con el campo eléctrico resultante en dicho punto:

E-E+E, =0 = 1 (p+—2 (4

qQ1 q2
(x —x1)? (x — x9)? +

(x —x1)?  (x — x9)? =0

)=0=

Lo cual nos deja una ecuaciéon de segundo grado para determinar el valor x donde se
anula la resultante de las fuerzas.

G — )+ r—21)?=0 2= 224232z, + %:f =0
1
Despejando por los valores ¢; = 4 uC, go = —8 uC, y x5 = 60 cm, tenemos la siguiente

ecuacion por resolver:

—1.45m,

8
224+062-2.060—-22=—-22-1224+036=0 < z=
4 0.25 m.

Del analisis, realizado sabemos que x < x; = 0, por tanto, la solucién correcta es
r=—145m = —145 cm.

La tercera carga g debe colocarse 145 cm a la izquierda de ¢; para que la fuerza

resultante sobre ella sea cero.

El resultado no depende del valor ¢ ya que esta es una carga testigo que siente el
campo creado por dos cargas fuente, ¢; y ¢2. Como se ha visto en el punto 2 del
analisis, que la resultante sobre ¢ sea cero se cumple si, y solo si, E; + Ey = 0.
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Problema 1.5 — Resultante nula en un sistema con cargas positivas. Tres cargas
puntuales ¢;, ¢2 v ¢ se encuentran dispuestas en el eje x. La carga ¢, = 3uC' esta
en el origen, mientras que go = 12uC' esta en la posicion zo = 2.00 m. Calcule la
posicion x de ¢ sabiendo que la fuerza neta que actia sobre ella es nula.

Solucion:

(I) Analisis del problema

1.

2.

En este problema, llamaremos F; y Fy a las fuerzas que ejercen ¢; y ¢o sobre ¢,
respectivamente.

Se pide encontrar el punto en el que la resultante sobre ¢ es nula. Dicho punto
no depende del signo de q.

Fi+F,=0 & ¢E +¢E;=0 & E +E;=0

Region en la que se anula la resultante de las fuerzas.

Para la resolucion del problema sera ttil encontrar primero la region en la que
se debe localizar la carga g para que la resultante sobre ella sea cero. Para ello,
realizaremos un analisis distinguiendo tres regiones distintas: (A) = < z1, (B)
<z <wzy (C) x> 9.

s Siz <z 0x > 2y laresultante no se puede anular ya que F; y Fy tienen
igual sentido (independientemente del signo de ¢). Por tanto, las regiones
(A) y (C) estan descartadas.

= La resultante podra ser cero si x; < x < T2 ya que en este caso las fuerzas
de ¢1 y g2 sobre ¢ se anulan (independientemente del signo de ¢). Por tanto,
la resultante de fuerzas sobre ¢ seré cero en la region (B).
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(IT) Resolucion del problema

>

Moédulo: 7 = |z — xq]
r
Sentido: 7y =

{ Modulo: ry = |z — x4
Iy

Sentido: 79 = — 1

En el punto 2 del analisis del problema hemos visto que el punto en el que la
resultante de las fuerzas es nula es independiente del valor de ¢q. Por tanto, trabajamos
directamente con el campo eléctrico resultante en dicho punto:

q1 o 42 A q1 q2
E=E+E, =0 = — —)=0= — =0
s Gy T ey G @—)

Lo cual nos deja una ecuaciéon de segundo grado para determinar el valor x donde se
anula el campo total:

Gl —m)? —p@—)>=0 2= 2242 20x,— 2,2
a1
Despejando por los valores ¢; = 3 uC, g2 = 12 uC, y x5 = 2 m, tenemos la siguiente
ecuaciéon por resolver:

2 2 2 —2m,
°4+2°—-2.-2r— —z°=-3z"—-4x+4=0 & z=

3 0.67 m.

Del anélisis, realizado sabemos que 0 = 1 < X < x5 = 2m, por tanto, la soluciéon
correcta es r = 0.67 m.

La tercera carga g debe colocarse 0.67 m a la derecha de ¢; para que la fuerza
resultante sobre ella sea cero.

Campo Eléctrico

Problema 1.6 — Superposicion de campos. Dos cargas puntuales ¢; y g se
encuentran dispuestas en el eje x. La carga ¢ = +4nC' esta en el origen, mientras
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que go = —9nC esté en la posicion zo = 3 m. Calcule la posicion x (distinta del
infinito) en la que el campo eléctrico es nulo.

Solucion:
(I) Analisis del problema

1. En este problema, llamaremos E; y Es a los campos generados por las cargas
puntuales q; y go, respectivamente.

2. Se pide encontrar el punto la posiciéon en la que el campo eléctrico es nulo
E, + E; = 0.

3. Region en la que se anula el campo eléctrico.
Distinguimos tres posibles regiones en las que se puede anular el campo total:
(A)z <z, B)zy <x <2y (C) 2> 9.

= Sizy <z < x el campo total no se puede anular ya que E; y E; tienen
igual sentido. Por tanto, la region (B) esta descartada.

» El campo total podra ser cero si x < x1 0 si x > x9. Veamos en qué region
ocurre que la resultante es cero:

Ei+E, =0 < |E|=E| < k’q—g:k‘q—gl &
T L
|q1] 2]

2 2
=== & =
r2 7’% lq1]73 |Q2|7"1

Teniendo en cuenta que |q;| < |gz|, la igualdad |g;|r3 = |g2|r? se cumplira si,
y solo si, r; < ry. Por tanto, solo cabe la posibilidad de que ¢ se encuentre
en la region (A), donde x < ;.

(IT) Resolucion del problema

~

Moédulo: 1 = |z — x4
1
Sentido: 71 = — 1

{ Modulo: ry = |z — x|
Iy

Sentido: 7y = — 1
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A partir del anéalisis hecho previamente, obtenemos la posiciéon en la que se anula el
campo:

(x —x1)? (x — x4

q1 q2

(x—m1)2+(x—x2) =0

—1)=0=

2

2

Lo cual nos deja una ecuaciéon de segundo grado para determinar el valor x donde se
anula la resultante de las fuerzas.

G — )+ r—2)?=0 2= 224232z, + 22 _
q1
Despejando por los valores ¢ = 4 nC, ¢ = —9 nC, y 25 = 3 m, tenemos la siguiente

ecuacion por resolver:

—6.0m,

x2+32—2-3x—9x2:—1.25x2—6x+9:0 & o=
4 1.2m.

Del analisis, realizado sabemos que 0 = z; < X < x5 = 3 m, por tanto, la solucién
correcta es ¢ = —6.0 m.

Revisar: No coincide con solucion en comentarios — x = - 6/5 m =-1.2 m

La posicién en la que el campo total es nulo es 6 m a la izquierda de ¢;.

Problema 1.7 — Densidades de carga en diferentes cuerpos. Calcule la densidad
de carga para una carga total ) = 410 pC distribuida uniformemente en los
siguiente tres cuerpos

a) Un cable cilindrico de longitud de 1 m y radio despreciable,
b) Una superficie cilindrica (sin tapas) de longitud de 1m y radio 0.1 m,

¢) Un cilindro de longitud de 1m y radio 0.1 m.

Solucion:

Para resolver el problema, tengamos en cuenta que en todos los casos la carga esta
distribuida uniformemente.

a) Densidad lineal. Dado que el radio es despreciable, este caso se ajusta a una
distribucion lineas de carga. Es apropiado emplear la siguiente densidad lineal de
carga
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~Q  10uC
A= ™ = 10 uC/m,

b) Densidad superficial. En este caso la carga se extiende por una superficie, por
lo que podemos usar la siguiente densidad superficial de carga

QR _Q 10u C _50uC

S 2wl 27(0.1m)(1m) 7 m?2

=15.9 uC/m?,

c) Densidad volumétrica. Al estar la carga distribuida en un volumen se trata de
una distribuciéon continua volumétrica de carga con la siguiente densidad

Q Q 10p C 1000 p C 3

=—= = = = 318.3 uC .

PV = (0.1 m)2(1 m) 7 m3 HC/m

La densidad de carga es 10 uC/m en el caso de la distribucion lineal, 15.9 uC/ m?

en la superficial y 318.3 uC/ m® en la volumétrica.

Problema 1.8 — Electrizacion de un coche en movimiento. Un coche que se des-
plaza a alta velocidad experimentando acumulacién de carga debido al rozamiento
con el aire. Supongamos que, debido a este efecto, el coche adquiere una carga neta
positiva de 51076 C.

a) Determina el ntimero de electrones transferidos del coche al aire.

b) Si el coche adquiere una carga uniforme, calcula la densidad de carga superficial
si la superficie del coche es de 12 m?.

Solucion:

a) Segun el enunciado, el coche en movimiento adquiere por rozamiento con el aire
una carga neta positiva Q = 5-107° C.

Para calcular el nimero de electrones transferidos podemos emplear la ecuacion (1.1),
siendo z € Z el ntmero de electrones transferidos y e la carga del electron:

Q 5-107°C 13
2= T 16 10mC 3.125 - 1077 electrones

b) Sea la superficie del coche S = 12m? podemos calcular la densidad de carga
superficial, o , dividiendo la carga total por la superficie del coche:

=~ —42.-1077C/m".

7= 12 m?

Q 5-107%C
S
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Debido al rozamiento con el aire, el coche transfiere al aire 3.125-10'3 electrones.

La densidad de carga superficial del coche en este proceso es 4.2- 1077 C/ m?.



1.5 Problemas

27







2.1 Lineas de campo eléctrico

2.2 Flujo eléctrico

2.3 Ley de Gauss

2.4 Conductor en equilibrio electrosta-
tico

2.5 Cuestiones

2.6 Problemas

[2. Ley de Gauss

2.1 Llineas de campo eléctrico

Una forma de visualizar graficamente el campo eléctrico es mediante las lineas de
campo, las cuales tienen las siguientes propiedades:

1. Son lineas tangentes en cada punto al vector campo eléctrico.

2. Son lineas que muestran la direccion de la fuerza ejercida sobre una carga testigo
positiva.

3. Las lineas de campo divergen desde las cargas fuentes positivas y convergen
hacia cargas fuente negativas.

4. La densidad de lineas en un punto del espacio es proporcional a la intensidad el
campo en dicho punto.

5. Dos lineas de campo no se cortan.

2.2 Flujo eléctrico

El flujo eléctrico, P, es una magnitud matematica que se relaciona con el nimero
de lineas de campo eléctrico, E, presente en una region del espacio que atraviesan una
superficie cualquiera, S,

dp :/E-dS, (2.1)
S

donde dS es el vector diferencial de la superficie S que tiene como moddulo el area
del elemento diferencial, y como direccion y sentido la normal a dicha superficie. La
unidad de flujo eléctrico es igual a unidad de campo eléctrico por unidad de longitud,
es decir voltio por metro, Vm.



30 Capitulo 2. Ley de Gauss

Destacar que para una superficie plana, S, en una regién del espacio con un campo
magnético uniforme, E, el flujo eléctrico vendra dado por

¢y =E-S = FEScosf. (2.2)

donde S es el vector superficie (moédulo S y direccion normal al plano de S) y 6 es el
angulo que forman E y S.

El flujo eléctrico en una superficie dada es proporcional al nimero de lineas de
campo que entran en la superficie. El nimero de lineas entrantes es proporcional
a la intensidad de campo, al tamafno de la superficie y a la orientacién entre
campo y superficie.

En una superficie cerrada el flujo eléctrico es proporcional al nimero de lineas
que salen menos las lineas que entran en la geometria.

2.3 Ley de Gauss

2.4

Segin la ley de Gauss el flujo del campo eléctrico a través de cualquier superficie
gaussiana! es igual a la carga eléctrica neta que encierra dicha superficie dividida
por la constante dieléctrica e.

Oy = f{ E.ds = It (2.3)
s €0

En la ecuacion 2.3, ¢;,; hace referencia a la carga interna neta encerrada en la superficie
gaussiana y dS es el elemento diferencial de superficie que divide la superficie gaussiana.

La ley de Gauss con el campo eléctrico permite simplificar el calculo del campo
eléctrico de distribuciones continuas de cargas con altos grados de simetria.

Conductor en equilibrio electrostdtico

Un material conductor esta en equilibrio electrostéatico cuando, al ser sometido a un
campo eléctrico externo, las cargas libres en su interior se desplazan hacia la superficie.
Este movimiento genera un campo eléctrico que cancela al campo externo dentro del
conductor. Bajo esta condicién se cumple que:

= El campo eléctrico es nulo en cualquier punto en el interior del conductor.
= Kl exceso de carga se acumula por completo en la superficie del conductor.

'En la ley de Gauss, una superficie gaussiana es una superficie cerrada imaginaria que no tiene
porqué ser una geometria del problema.
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= Si un conductor tiene forma irregular, la carga tiende a acumularse en las puntas
del conductor?.

» Kl campo eléctrico en la superficie es siempre normal a ella.

= En cualquier cavidad cerrada dentro de un conductor homogéneo el campo
eléctrico es nulo®.

2.5 Cuestiones

Lineas de campo eléctrico

Cuestion 2.1 — Lineas de campo en cargas puntuales. En los siguientes esquemas,
indique el signo de la carga y ordene de mayor a menor la magnitud del campo
eléctrico en los puntos A, By C.

@ Recordemos que las lineas de campo divergen (salen) de las cargas positivas
y convergen (entran) en las cargas negativas. Siguiendo este criterio podemos
afirmar que son:
= cargas positivas: g1, g3, ¢5 ¥ ¢6;
= cargas negativas: o ¥ qy.
Ademas, la densidad de lineas de campo en un punto es proporcional a la
intensidad del campo en dicho punto. Por tanto, se puede afirmar que:

= el campo es mayor en A ya que es el punto con mayor densidad de lineas;
= la ausencia de lineas de campo en C' indica que el campo es nulo en este

punto;
» E(A)> E(B) > E(C)=0.

Flujo eléctrico

2Este fenémeno se conoce como efecto punta y tiene una aplicacién importante en el diseflo de

pararrayos.
3De esta propiedad se extrae como aplicacién la jaula de Faraday que puede ser empleada como

proteccién de equipos electronicos y en otros dispositivos como los los microondas.
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Cuestion 2.2 — Flujo eléctrico cubo. Encuentre el flujo eléctrico neto a través
de la superficie de un cubo con arista [ que se encuentra en el seno de un campo
eléctrico uniforme E = F k.

Solucion:
(I) Analisis del problema

El flujo eléctrico neto a través del cubo sera igual a la suma de los flujos a través de
cada una de las superficies que forman el cubo.

Usamos la ecuacion (2.2) para de-
terminar el flujo eléctrico a través
de cada superficie. El producto es-
calar E - dS nos indica que para
que el flujo sea no nulo, E y dS
no pueden ser perpendiculares. En
nuestro problema tendremos:

e flujo nulo para los vectores su-
perficie perpendiculares a z (1, 2,
3y4).

e flujo distinto de cero para los
vectores superficie paralelos a z (5

y 6).

(IT) Resolucion del problema
Caras 1, 2,3y 4

Los vectores superficie de las caras 1, 2, 3 y 4 son perpendiculares al campo eléctrico y,
por tanto, los angulos que forman E y dS; son §; = 90° siendo ¢ = 1,...,4 (cosd; = 0).

Si S'L

Caras 5y 6

El vector superficie de la cara 5 es paralelo al campo eléctrico mientras que el de la
6 es anti-paralelo. Esto se traduce en unos angulos entre campo eléctrico y vector
superficie 05 = 0° y 65 = 180° (cosf; = 1 y cosblg = —1). Por tanto, el flujo eléctrico
a través de estas superficies es:
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@5 = / E- dS5 = FE cos 05d55 =F dS5 = El2,
Ss S5 Ss

CI)ﬁ = / E- dS6 = / ECOS@ﬁdS% = —E/ dSG = —El2
Se Se Se

Por tanto, el flujo eléctrico neto sera:

6
(P:Z@i:q)g,—l—@ﬁ:ElQ—ElQ:O.

i=1

El flujo eléctrico neto a través de un cubo situado en el seno de un campo

eléctrico uniforme en la direccién z es cero.

Ley de Gauss

Cuestion 2.3 — Proporcion entre lineas de campo y flujo eléctrico. Al evaluar el
flujo eléctrico en una superficie cerrada se evidencia que entran més lineas de campo
eléctrico que las que salen, jcomo es la carga neta dentro de dicha superficie?

Solucion:

Podemos afirmar que el flujo eléctrico es proporcional al niimero de lineas que salen
menos las lineas que entran. Si en la situaciéon problema entran mas lineas de campo
que salen, el flujo eléctrico sera negativo.

® = num. lineas que salen - nim. lineas que entran < 0.

Aplicando la ley de Gauss

@E:]{E-dS:qmt<0 e Int g o220 <o,
S o €0

@ Si el niimero de lineas entrantes son mayores que las salientes sobre una superficie
cerrada, el flujo eléctrico seré negativo y, por tanto, la carga neta en el interior
de la superficie seré negativa.
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Cuestion 2.4 — Campo eléctrico de un hilo infinito. Encuentre el campo eléctrico
a una distancia r desde un hilo de longitud infinita cargado uniformemente con
densidad de carga lineal positiva .

Solucion:

(I) Analisis del problema

1. Un hilo puede considerarse de longitud infi-
nita siempre que la distancia a la que se mide
el campo sea mucho menor que la longitud
del hilo, r < [.

2. Al tratarse de un hilo infinito podemos
considerar que el campo es el mismo en todos
los puntos del espacio que sean equidistantes

al hilo.

3. Podemos considerar que el campo tiene
direccion radial al hilo (direccion paralela al
vector superficie de la cara lateral del hilo).
La llamaremos direccion radial, E = E7.

/4. Para calcular el campo eléctrico, dado la si-
metria del problema, aplicamos ley de Gauss
haciendo uso de una superficie gaussiana ci-
lindrica, S, que tendra la misma longitud que
el hilo, [, radio la distancia a la que queremos
calcular el campo, r, y serd coaxial con el

hilo.

@E:]{E-dszqmt.
S

€0

5. Vemos que para aplicar la ley de Gauss,
tendremos que calcular previamente el flujo
eléctrico a través de cada una de las superfi-
cies que forman la geometria gaussiana (dos
bases y una superficie lateral). Recordemos
que la superficie gaussiana puede ser la super-
ficie imaginaria que mejor se adapte a nuestro
problema.

(IT) Resolucioén del problema

En primer lugar, calculamos el flujo eléctrico neto en la superficie gaussiana. Para
ello, tengamos en cuenta que E = E7.
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dS, =dS, k = @1_/E.dsl_o,
S1

dS, = —dS, k= ¢>2:/E-d82:o,
So

ngZdS;Jf = (1)3:/ EngZE/ ngZEQWT‘l.
S3 SS
Por tanto, el flujo neto a través de la superficie gaussiana es:
3
i=1

A continuacioén, aplicamos la ley de Gauss:

&= Eorpl = It o po it
€0 2mrleg

Y teniendo en cuenta que estamos trabajando con una densidad lineal de carga,
Gint = Al, el campo eléctrico queda:

I S
2nrleg  2mreg r

En la dltima igualdad se ha utilizado la relacion entre constante de Coulomb y

permitividad del vacio, k = ﬁ.
TEQ

El campo eléctrico generado por un hilo infinito de longitud [ cargado con
densidad de carga lineal positiva A es

A A =B A
E= —2> ™=£ E=
27req r 27req

A
P = 2kZF,
T

Si el hilo no fuese infinito, el problema no tendria la simetria necesaria para
aplicar la ley de Gauss y habria que calcular el campo eléctrico mediante
integracion directa, ecuacion (1.9). La aproximacion de hilo infinito se puede
aplicar siempre que [ > r.
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Cuestion 2.5 — Campo eléctrico de un plano infinito. Encuentre el campo eléctrico
que crea en el espacio un plano infinito cargado uniformemente con densidad de
carga superficial positiva o.

Solucion:

(I) Analisis del problema

1. Un plano puede considerarse infinito siempre que sus dimensiones sean mucho
mayores que la distancia a la que se calcula el campo.

2. Al tratarse de un plano infinito podemos considerar que el campo es el mismo
en todos los puntos del espacio diferenciando entre las posiciones superiores e
inferiores al plano.
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(IT) Resolucioén del problema

3. Al tratarse de una carga distri-
buida de manera uniforme y dada la
simetria del problema, podemos con-
siderar que el campo tiene direccion
normal al plano. En nuestro caso, el
campo tendra direcciéon z positiva
si nos encontramos por encima del
plano y negativa si estamos por de-
bajo,

g_ ] Bk siz>0
| —Ek siz<o.

4. Para calcular el campo eléctrico,
dado la simetria del problema, apli-
camos ley de Gauss haciendo uso de
una superficie gaussiana cilindrica, .S,
con bases paralelas al plano.

@E:}[E-dszqmt.
S €0

5. Vemos que para aplicar la ley de
Gauss, tendremos que calcular pre-
viamente el flujo eléctrico a través
de cada una de las superficies que
forman la geometria gaussiana (dos
bases y una superficie lateral).

En primer lugar, calculamos el flujo eléctrico neto en la superficie gaussiana. Para

ello, tengamos en cuenta que:

1. la direccion del campo es positiva en z si estamos por encima del plano,E = £ /%,
y negativa en z si estamos por debajo, E = —F k,
2. las superficies de las dos bases del cilindro son iguales, S; = S, = S.

S, = dS, b = @1:/

EdSle/ dSleS,
1 S1
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iSo = —dS; k= @2:/

E~dS2:E/ dS; = ES,
5'2 52

ng:dS'?ﬂg = (1)3:/ EngZO
S3
Por tanto, el flujo neto a través de la superficie gaussiana es:
3
=) & =+ =2ES.
i=1

A continuacion, aplicamos la ley de Gauss:

Qint Qint
® =2FES5 = = FE= .
o 2580

Y teniendo en cuenta que estamos trabajando con una densidad superficial de carga,
Qint = 09, el campo eléctrico queda:

oS o

- 2860 B 280'

El campo eléctrico generado en el espacio por un plano infinito cargado con
densidad de carga superficial positiva o es

E:i N E:{ﬁokAsiz>O
260

Notar que el campo eléctrico generado por un plano infinito no depende de la
distancia al plano.

Cuestion 2.6 — Campo eléctrico de un esfera. Encuentre el campo eléctrico que
crea en el espacio una esfera cargada uniformemente en todo su volumen con carga

Q > 0.
Solucion:
En este caso podemos distinguir campo (a) fuera y (b) en el interior de la esfera:

(a) Campo fuera de la esfera, r > a
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(I) Analisis del problema

1. Al tratarse de una esfera con carga uniforme
en todo su volumen, tenemos una simetria
esférica y podemos aplicar ley de Gauss.

2. Dada la simetria del problema, podemos
considerar que la magnitud del campo es la
misma en todos los puntos del espacio que
sean equidistantes al centro de la esfera. El
campo tendra direcciéon radial, E = E7.

3. Para aplicar la ley de Gauss, consideramos
una superficie gaussiana esférica de radio r >
a. Esta distancia coincidira con el punto del
espacio donde queremos calcular el campo
eléctrico.

(IT) Resolucién del problema
Aplicamos ley de Gauss teniendo en cuenta que la carga interna de la esfera es
¢int = Q v que la superficie de una esfera de radio r es S = 4nr?:

@Zj[E-dS:E]{dSzgzm?L'G:a“sg . p-_9 _ ;9
S S

€0 4Aegr? r2

(b) Campo en el interior de la esfera, r < a

(I) Analisis del problema

1. Se puede considerar el mismo anélisis del
apartado anterior al tratarse de la misma
simetria (E = E7)

2. Ahora consideramos una superficie gaus-
siana esférica de radio r < a. Por tanto, en
esta caso, la carga interior que encierra la
superficie gaussiana dependera del punto en
el que se mida el campo y sera siempre menor
que @ (o igual si estamos en la superficie de
la esfera).
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(IT) Resolucién del problema

En primer lugar, en este caso debemos tener en cuenta que la carga interna de

la esfera gaussiana depende de la distancia, r, a la que se mide el campo,y que
3

el volumen de una esfera de radio, r, es V = %m" :

4
Gine = pV = pzr’.

Aplicamos ley de Gauss:

auss Yin 4
<I>:7§E-dS:Ede:E4wr2L'G: Gt _ 2 03 o =T
s s €0 3¢ 3eo

Y, para expresar el resultado en funciéon de la carga total de la esfera @),

tengamos ahora en cuenta que la densidad de carga de la esfera cargada de

radioa es p = % Despejando esta densidad de campo en el valor de magnitud
3

de campo obtenido previamente se tiene que:

Q

F— §I7ra3r _ QT _ /{,‘@
BRI 4drrega’ a?

El campo eléctrico generado en el espacio por un plano infinito cargado con
densidad de carga superficial positiva o es

B 7472),2 =k% sir>a . E- 74w§)r2f:k%f sir>a
472&3 = k% sir < a. 473;13 = k?f sir < a.

Notar que el campo eléctrico generado por una esfera con carga @ uniforme
para r > a es igual al campo que crearia una carga puntual de valor @ a la
misma distancia.

Cuestion 2.7 — Campo eléctrico planos paralelos. Considere dos planos infinitos
paralelos, separados por una distancia d y cargados con densidades de carga
uniforme o y —o respectivamente. Evalte el campo eléctrico en el espacio entre los
planos y fuera de ellos.

Solucion:

(I) Analisis del problema

Suponiendo que la distancia entre planos d es mucho menor que las dimensiones de
los planos, podemos considerar ambos planos como infinitos.



2.5 Cuestiones 41

El campo creado por un plano in-
finito cargado con densidad super-
ficial uniforme o es:

ag

E+ _ ﬁj sl () > Yo,
—3e5J sty <o
Analogamente, el campo creado
por un plano infinito cargado con
densidad superficial uniforme —o
sera:

g

E — _ﬁj Siy>y07
Ej siy < Yo.

Donde 7 es la posicion del plano.

(IT) Resolucioén del problema

Supongamos que el plano con carga positiva se localiza en yo = —d/2 y que el cargado
negativamente esta en yo = d/2.

El campo creado por ambos planos sera la suma del campo creado por cada plano
por separado, E = E, + E_. Distinguimos tres regiones en el calculo del campo:

o g
Ay<-d/2: = E=E.+E_—=——j+__—7=0.
(A)y / ++ 2%J+2%J
g o g
B) —d/2<y<d/2: = E=E, +BE_ = —j4+_—5="21
(B) /2<y<df ++ %@j+2%] =
o g
Qy>d2: = E=E,+E_=—j——7=0
(C)y>d/ ++ 2o ) g

El campo eléctrico generado por dos planos infinitos con densidades de carga o
y —o es nulo en todo el espacio salvo entre placas, donde el campo es:

E=";
€0

I Cuestion 2.8 — Campo eléctrico planos paralelos de igual carga. Repita la cues-
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tion anterior con ambos planos cargados con igual densidad de carga o. ;Cambiaria
el resultado si ambos planos estan cargados con densidad de carga —o?

Solucion:

(IT) Resolucién del problema

(I) Analisis del problema
Suponiendo que la distancia entre
planos d es mucho menor que las
dimensiones de los planos, pode-
mos considerar ambos planos co-
mo infinitos.

En este caso solo necesitamos sa-
ber el campo creado por un plano
infinito cargado con densidad su-
perficial uniforme o:

Donde g es la posicion del plano.

Supongamos que el plano 1 se localiza en yg = —d/2 y que el plano 2 esté en yo = d/2.

El campo creado por ambos planos sera la suma del campo creado por cada plano
por separado, E = E; + E,. Distinguimos tres regiones en el célculo del campo:

(A)y< —d/2:

(B) —d/2<y<d/2:

(C)y>d/2 = E:E1+E2:

o . o . o .
260 280 o
~ E=E +E=_"j-"j=0.
€0 2e0
o - o . o0
260] 260]—60]

El campo eléctrico generado por dos planos infinitos con densidades de carga o

es:

siy < —d/2,
si —d/2<y<d/2,
siy <d/2.
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Para el caso en el que ambos planos tengan densidad de carga —o, el campo
serd de igual magnitud pero en sentido contrario al mostrado para dos planos
con densidad de carga o:

o

2 siy<—d/2,
E={ 0 si —d/2<y<d/>
-2 ) siy<d/2

Cuestion 2.9 — Ley Gauss - Ley Coulomb. ;Cual es una ley mas general la ley de
Coulomb o la ley de Gauss?

Sugerencia: a partir de la ley de Gauss, calcule el campo eléctrico producido por
una carga puntual g en un punto que estd una distancia r de ella.

La ley de Gauss es mas general que la ley de Coulomb. Para probarlo, vamos a
demostrar que la ley de Coulomb puede obtenerse a partir de la ley de Gauss.

-Demostracion-

Supongamos que tenemos una carga puntual positiva, g. Podemos calcular el campo
eléctrico generado por dicha carga aplicando ley de Gauss con una superficie gaussiana
esférica de radio r envolviendo a la carga puntual.

@:%E-dS:E]{dS:Eéle:qm:i - E=—_ 1L
S S €0 €o 471'50’/“ r

Por simetria podemos afirmar que el campo eléctrico tendra simetria radial, por tanto

T (Ley de Coulomb)

Vemos, por tanto, como es posible obtener la ley de Coulomb a partir de la ley de
Gauss aplicada a una carga puntual.

Cuestion 2.10 — Carga en un conductor en equilibrio. Use la ley de Gauss para,
demostrar que, en un conductor en equilibrio electrostatico, la carga eléctrica se
encuentra en su superficie.

@ Recordemos que el campo eléctrico es nulo en el interior de un material en
equilibrio electrostatico.
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Supongamos un conductor con forma aleatoria en equilibrio electrostéatico. Si
aplicamos la ley de Gauss a una superficie gaussiana S cerrada y que se encuentra
en el interior del material conductor obtendremos que

@:fEmlS:qmt = i =0.
S €0

Esto se cumple para toda superficie gaussiana que esté dentro del conductor por
tanto, podemos concluir que no existe carga en el interior del conductor. Ante
esta situacion, solo es posible que la carga se acumule en la superficie del metal.

| Cuestion 2.11 — Jaula de Faraday. Ver como plantearlo

Cuestion 2.12 El campo eléctrico en la superficie de un conductor perfecto es
siempre perpendicular a ésta. Use este resultado para demostrar que fuera de dicha
la magnitud del campo electrico es F = =. Donde o es la densidad de carga
superficial del conductor.

2.6 Problemas

Ley de Gauss

Problema 2.1 — Flujo eléctrico y carga neta en un cubo. Un cubo de lado 1 m
porta dos cargas en su interior: ¢ = +1pu C y g0 = —1p C. La posiciéon de ¢; es 20
cm encima del centro del cubo, mientras que ¢, esta en el centro de dicho hexaedro.

a) {Cudl es el flujo eléctrico a través del cubo?

b) Y si eliminamos la carga ¢o y colocamos solamente la primera carga ¢; a 1.25 m
encima del centro del cubo, jcudl seria flujo eléctrico? Justifique en ambos casos su
respuesta.

Solucion:

a)

Segin la ley de Gauss, el flujo de campo eléctrico a través de cualquier superficie
gaussiana es igual a la carga eléctrica neta que encierra dicha superficie dividida por
la constante dieléctrica, ecuacion (2.3).

La carga neta que encierra el cubo en su interior es g;,; = q1 + g2 = 0, por tanto, el
flujo eléctrico en el interior del cubo es ® = 0.
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@E_jfE.ds_q"”t_o.
S €o

b)

Si ahora eliminamos ¢s, la carga neta sera distinta de cero. Independientemente, de
doénde se coloque gy, el flujo eléctrico seré

in 1'1_6
@E:fE-dszqtzﬂz O 113107 Nw
S €0 g0 8.85-10712 C*/ Nm

Revisar resultados

El flujo eléctrico es nulo en la situacién en la que hay dos cargas en el interior
del cubo, ya que en este caso la carga neta es cero.

El flujo eléctrico es 1.13 - 10° Nm? cuando tnicamente la carga ¢; esta en el
interior del cubo (independientemente de su localizacion).

I Problema 2.2 — exercise.
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[3. Potencial Eléctrico

Energia potencial eléctrica

Cuando una carga ¢ se mueve de un punto A a otro B dentro de un campo eléctrico
E, experimenta una fuerza eléctrica F' y realiza un trabajo que se define como

B B
W:/ F-dr:q/ E - dr, (3.1)
A

A

donde dr es un desplazamiento infinitesimal realizado por ¢ en el trayecto de A a B.

La fuerza eléctrica es una fuerza conservativa y, por tanto, tiene asociada una energia
potencial que se define como la energia que posee una carga eléctrica debido a
su posicion en un campo eléctrico. Esta energia puede expresarse como el trabajo
necesario para mover una carga ¢ desde un punto A a otro B en el seno de un campo
eléctrico E, cambiado de signo.

B
AU:UB—UA:—W:—q/ E - dr. (3.2)
A

La unidad de trabajo y de energia potencial en el ST es el julio, J.

Relacion Energia Potencial-Trabajo

En el caso en el que una carga ¢ se mueve dentro de un campo eléctrico £ de un punto
A a otro B, el trabajo sobre la carga es W = —AU = Uy — Upg. En esta situacion
podemos distinguir:
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» Si Uy > U, tendremos una pérdida de energia potencial AU < 0 que es el
trabajo necesario para llevar a la carga de A hacia B, W > 0. Tenemos una
caida"de energia.

s Si Uy < Uy tendremos una ganancia de energia potencial AU > 0 que equivale
a la fuerza externa necesaria para realizar el trabajo necesario para incrementar
la energia del sistema, W < 0. Tenemos una "subida'"de energia.

Diferencia de potencial

Se define la diferencia de potencial eléctrico (o simplemente potencial) como
el trabajo por unidad de carga que realiza una fuerza eléctrica al mover una carga ¢
entre los puntos A y B en un campo eléctrico F.

B

AV:VB—BA:—/ E - dr. (33)
A

Como podemos ver en la expresion anterior, la diferencia de potencial eléctrico estéa
directamente relacionada con la energia potencial eléctrica a partir de la expresion

AU = gAV. (3.4)

La unidad de potencial eléctrico es el julio partido por culombio, J/C, que en el ST
recibe el nombre de voltio, V.

De la ecuacion (3.3) se puede deducir que las unidades de campo eléctrico son
voltio por metro, V/m. Estas unidades equivalen a newton por coulombio, N/C,
vista en el Tema 1.

No confundir diferencia de energia potencial eléctrico, AU, con diferencia de
potencial eléctrico, AV. Mientras que la diferencia de potencial no depende de
la carga testigo q y es una propiedad del espacio, la diferencia potencial eléctrico
si depende de la carga testigo y de la posicién en la que se ubica.

Potencial de una carga puntual

A partir del campo creado por una carga puntual ¢y dado en la ecuacion (1.7) y de
la, definicién de potencial eléctrico dada en la ecuacion (3.3), se puede obtener el
potencial eléctrico debido a una carga puntual:

k
V =—r. 3.5
m (3.5)
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Y la energia potencial eléctrica cuando una carga testigo ¢ se coloca a una distancia r
de gy como:

U(r)=qV(r) =k—. (3.6)

Esta energia potencial se puede interpretar como el trabajo necesario para
desplazar la carga testigo ¢ desde r hasta el infinito (muy alejada de la carga
fuente ¢qq).

Principio de superposicion de potenciales eléctricos

En un sistema de n cargas puntuales, el potencial eléctrico total es la suma los
potenciales debidos a cada una de las cargas por separado

V=> "~ (3.7)

i=1 1t

donde r; es la distancia de cada carga fuente al punto donde se calcula el potencial y
¢; son cada una de las cargas fuentes.

3.2.2 Potencial de distribucion de carga

El potencial creado por una distribuciéon de carga continua dg viene dado por la
siguiente expresion

V=k % (3.8)

donde el valor de diferencial de carga dependera de si se trabaja con una distribucién
lineal (dg = Adl), superficial (dg = 0dS) o volumétrica (dq = pdV').

3.3 Campo eléctrico y potencial

En la ecuacion (3.3) se obtiene el valor del potencial a partir del campo eléctrico. Con
la operacion inversa, se demuestra que el campo eléctrico es igual a menos el gradiente
del potencial eléctrico:

ov . oV | GVA)' (3.9)

E:—VV:—<%Z+6—ZJ]+§]{?
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3.4 Cuestiones

Energia potencial eléctrica

Cuestion 3.1 — Circulacion del campo eléctrico. Sabiendo que dada una mag-
nitud vectorial F', se define la circulacion de F sobre una curva cerrada C' como
3% F - dr, calcule la circulacion del campo eléctrico sobre una trayectoria cerrada,

C.

Solucion:

Para obtener la circulacion del campo eléctrico a lo largo de la trayectoria C', supon-
gamos el movimiento de una carga ¢ en un campo eléctrico £ en un camino cerrado
(origen A - final A) y calculemos su variacion de energia potencial:

AU =—q [{E-dr=—q§,E-dr, o4 ]{E-drzo
AU:UA—UAZO C

La circulaciéon del campo eléctrico sobre una trayectoria cerrada es nula,

%E-dr:().
C

Cuestion 3.2 — Sistema ligado. Un sistema formado por dos cargas puntuales
tiene una energia potencial negativa, ;qué se puede deducir sobre el signo de dichas
cargas? ;Cudl es el significado fisico de que la energia sea negativa?

De la ecuacion (3.6) sabemos que la energia potencial entre dos cargas puntuales ¢; y
Qo €s:

q1492
Ulr) = k—=.
(r) = k=

Para que la energia potencial en el sistema sea negativa, se tiene que cumplir que
ambas cargas sean de signos opuestos:

Ur)<0 < qq<0.



3.4 Cuestiones 51

Ambas cargas tienen signo opuesto.

Los sistemas fisicos evolucionan hacia los sistemas de minima energia. Por tanto,
en este caso, tenemos un sistema estable ya que las cargas se atraen entre si y
tienden a permanecer juntas. En este caso, el trabajo realizado por el campo
eléctrico para llevar las cargas desde el infinito hasta su posiciéon actual es
positivo. Esto significa que el campo eléctrico realiza trabajo para acercar las
cargas, liberando energia en el proceso. Esto es lo que se conoce como un sistema
ligado, en el que habria que aplicar un trabajo negativo para llevarlas al infinito
y separarlas.

Cuestion 3.3 — Carga en la direccion del campo. Si una carga se desplaza
una corta distancia en la direccién de un campo eléctrico, jsu energia potencial
electrostatica se incrementa o se reduce?

Si trabajamos con una carga positiva,q > 0, se tiene que AU < 0, es decir, una carga
positiva que se mueve en la direccion de un campo eléctrico uniforme pierde energia
potencial.

Si trabajamos con una carga negativa, ¢ < 0, se tiene que AU > 0, es decir, una carga
negativa que se mueve en la direcciéon de un campo eléctrico uniforme requiere de una
fuerza externa que incremente su energia potencial.

Para mas detalles ver la cuestion 3.4.

Potencial eléctrico

Cuestion 3.4 — electron-voltio. Obtenga la equivalencia en julios de un electron-
voltio. Nota: un electron-voltio (eV) es una unidad de energia que se define como
el trabajo realizado para trasladar la carga de un electron entre dos puntos bajo una
diferencia de potencial eléctrico de 1 V.

Solucion:

Para obtener la equivalencia electron-voltios a julios, calculamos el trabajo que realiza
un electréon al moverse entre dos puntos bajo una diferencia de potencial AV =1 V:

B
W:e/ E-dr “CY _eAV = (-16-107°C)1V=16-10"°CV = 1.6-10"° J
A
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La equivalencia en julios de un electréon-voltio es

leV =16-10"9.J

Cuestion 3.5 — AV y AU en un campo eléctrico uniforme. a) Justifique por
qué las lineas de campo eléctrico se orientan en la direcciéon donde disminuye el
potencial eléctrico.

b) Analice el comportamiento de una carga positiva al desplazarse en un campo
eléctrico uniforme. ;Qué sucede con su energia potencial?

c¢) Explique por qué es necesario aplicar una fuerza externa para mover una carga
negativa en la misma direcciéon que un campo eléctrico uniforme.

Nota: Para todos los casos puede suponer una carga q que se mueve entre dos
puntos A y B separados por una distancia r bajo un campo eléctrico uniforme E.

Solucion:

Sea una carga ¢ que se mueve una distancia r en una direcciéon paralela a un campo
uniforme E. Bajo esta situaciéon tendremos que el dngulo entre campo eléctrico y
vector de desplazamiento de la carga es 6 = 0.

El potencial eléctrico de dicha carga puede obtenerse
a partir de la ecuacion (3.2):

B B B
AV = —/ E-dr = —/ FE cosOdr = —E/ dl = —FEr.
A A A

Podemos comprobar que AV < 0, ya que £ > 0y
r > 0 al tratarse del médulo de E y r, respectivamente.
Es decir, el punto B tiene menor potencial eléctrico
que A.

En la situacion anterior, la variacion de energia potencial es

AU = qAV = —qFEr.

a) El potencial eléctrico de una carga que, dentro de un campo eléctrico, se
mueve entre A y B es negativo. Esto explica que las lineas de campo se orientan
hacia direcciones decrecientes del campo eléctrico.

b) Si trabajamos con una carga positiva,q > 0, se tiene que AU < 0, es decir,
una carga positiva que se mueve en la direcciéon de un campo eléctrico uniforme
pierde energia potencial.
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c) Si trabajamos con una carga negativa, ¢ < 0, se tiene que AU > 0, es decir,
una carga negativa que se mueve en la direcciéon de un campo eléctrico uniforme
requiere de una fuerza externa que incremente su energia potencial.

Cuestion 3.6 — Electrones y protones bajo potenciales eléctricos. Se coloca un
electron y un protén en una region donde existan zonas de alto y bajo potencial
eléctrico. Analiza y explica hacia donde se desplazaré cada particula, considerando
que los sistemas fisicos tienden naturalmente a minimizar su energia.

Solucion:
(A) Analisis de la cuestion

Los sistemas fisicos tienden a minimizar su energia. Por tanto, cuando una particula
se desplaza desde A hacia B de manera natural, se cumple que Ug < Uy. Esto
implica que AU = Ug — U4 > 0. Asi, la condicién para que un sistema fisico tienda a
minimizar su energia es que AU < 0.

(B) Resolucion de la cuestion
Estudiamos la variacion de energia potencial de un electrén y de un protén en una
region donde existe un potencial eléctrico:

= Para un electrén, ¢ < 0:

siAV >0 = AU<O,

AU =qAV  — .
siAV <0 = AU > 0.
Un electron se movera hacia las zonas de mayor potencial
eléctrico, es decir, en sentido contrario al campo eléctrico.
= Para un proton, ¢ > 0:

siAV >0 = AU >0,

AU =qgAV  — .
siAV <0 = AU <0.
Un protén se moveré hacia las zonas de menor potencial
eléctrico, es decir, en el mismo sentido que el campo
eléctrico.

Los electrones se desplazan desde las regiones de menor potencial eléctrico
hacia las de mayor potencial para reducir su energia potencial. En contraste, los
protones se mueven desde las regiones de mayor potencial hacia las de menor
potencial.
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Cuestion 3.7 — Potencial eléctrico a partir del campo. Determine el potencial

eléctrico en funcién de la variable z para un campo eléctrico E = E k. Nota: Asuma
que V(z=10) =0.

Solucion:

Conocido el campo eléctrico, podemos determinar el valor del potencial a partir de la
ecuacion (3.2), teniendo en cuenta que se pide en funcion de la variable z (dr = dz k):

B z z
AV:—/ E-dr:—/ El%-dz/%:—E/ dz = —Ez.
A 0 0

Dado un campo eléctrico E = F 12:, el potencial eléctrico es

V(z) = —E-z.

Cuestion 3.8 — Potencial eléctrico carga puntual. A partir del campo eléctrico
de una carga puntual y de la definicién de potencial eléctrico, demuestre matemati-
camente el valor del potencial debido a una carga puntual gq.

Solucion:

Del Tema 1 sabemos que el campo eléctrico producido por una carga puntual ¢, a
una distancia r viene dado por la ecuacion (1.7). Ademas en este tema hemos visto
que el potencial eléctrico se puede calcular a partir de la ecuacion (3.3). Combinando
ambas expresiones, podemos obtener el valor del potencial en r debido a una carga
puntual gq.

B €cC. . B b 1 1 1
AV:—/ E . dr (:17)—/ (@f>-drf=—kQO/ —dr = —kqy | — — —
" A 7.2 A r2 A (]

Considerando el punto A como el infinito (r4 — 00) y el punto B como aquel en el
que se desea calcular el potencial rg = r, se tiene que V4 = V(r — o) = 0 y que
Ve = v(r). Por tanto, el potencial debido a la carga puntual se puede calcular como:

1 v,=0

1
AV = VB — VA = qu; V(?") = qu;
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El potencial debido a una carga puntual gg es

1
= k —_
V(r) CIoT

Cuestion 3.9 — Potencial constante bajo un campo eléctrico. Dada una regién
del espacio donde existe un campo eléctrico, jen qué direcciéon podemos desplazarnos
sin que el potencial eléctrico cambie?

La relacion entre campo eléctrico y potencial viene dada por la ecuacion (3.9):

B
AV:—/ E . dr.
A

Si el potencial eléctrico no cambia tendremos que,

B
AV =0 = /E-drzo & E L dr.
A

Debemos desplazarnos en la direccién perpendicular al campo para que el
potencial eléctrico no cambie durante el desplazamiento.

Cuestion 3.10 — Puntos equipotenciales en un conductor. Pruebe que todos los
puntos en la superficie de un conductor en equilibrio tienen el mismo potencial.

@ Sabemos que en el interior de un conductor en equilibrio electrostatico el

campo eléctrico es nulo. Si realizamos un desplazamiento entre dos puntos de
la superficie del conductor, A y B, pasando por el interior del conductor, se
cumplird que:

B
AV:VB—VA:—/ Edr =0 0 = AV=Vg-Vyi=0 = Vg=V, 0O
A

Campo eléctrico y potencial
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Cuestion 3.11 — Campo eléctrico a partir del potencial. En cierta region del
espacio hay un potencial que viene dado por la expresion V(z) = 100 — ax + By?
V. Determine el campo eléctrico que existe en dicha region del espacio.

Solucion:

Conocido el campo eléctrico en una region del espacio, sabemos que podemos deter-
minar el valor del campo eléctrico a partir de la ecuacion (3.9):

E=-VV =

ov oV v - ~
— —__ 7 —___ 3 _— = — — 2 2 7 == A—2 7 .
(8xz+ ayj-i- P k) < al+ ﬁ]—i—()k) a1—287V/m

Dado un potencial V() = 100 — oz + By? V en una region del espacio, el campo
eléctrico en dicha regiéon es

E=ai—28;V/m.

Cuestion 3.12 — Potencial de un conductor en equilibrio electrostatico. Sabiendo
que en un conductor en equilibrio electrostatico el campo eléctrico en su interior es
nulo, jcémo es el potencial eléctrico dentro del conductor?

Solucion:
Haciendo uso de la ecuacién que relacion potencial con campo eléctrico, ecuacion

(3.9):

ov

_0$i:0 <V = cte.

E=0 & FkE,=

En el interior de un conductor en equilibrio electrostatico el potencial eléctrico
es constante.

3.5 Problemas

Potencial eléctrico
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Problema 3.1 — Civil War. Durante un experimento en sus laboratorios, Industrias
Stark ha descubierto una nueva particula subatémica denominada "guerrerén" (¢, =
—3.2-1071? C. Esta particula tiene un comportamiento inusual cuando se combina
con el pacheconio (qy, = 3.2 - 1071 C). Para estas dos particulas, calcule:

a) El potencial eléctrico creado por el pacheconio a una distancia r» = 5 nm.

b) La energia potencial eléctrica del guerrerén cuando se sittia a 5 nm del pacheconio.

Solucion:
a) Podemos calcular el potencial eléctrico del pacheconio a partir de la ecuacion (3.5):
N m?32-10719C

dph 9
r 9-10 C? 5-10Pm 03

a) Para calcular la energia potencial del guerrerén cuando se encuentra a 5 nm del
pacheconio utilizamos la ecuacion (3.6):

299 .10 a9 10—
U — pdnde _ g g0 N m*3.2-10719C(-3.2-10719 C)

= —1.02-10717J.
r 2 5-10~9m

El potencial eléctrico creado por el pacheconio a 5 nm es 0.32 V.

La energia potencial eléctrica cuando el guerreron se localiza a 5 nm del
pacheconio es —1.02 - 107 J.

Revisar problema y resultados

Problema 3.2 — Potencial de un dipolo eléctrico. Suponga un dipolo formado por
dos cargas de igual magnitud pero de signo contrario separadas una distancia d.

a) Calcule el potencial eléctrico de un dipolo en un punto sobre su eje que esté a
una distancia x.

b) Calcule el campo eléctrico a una distancia x creado por el dipolo.

Nota: Suponga que el punto donde se calcula tanto el potencial como el campo
eléctrico es mucho mayor que la distancia que separa las cargas del dipolo, x > d.

Solucion:
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r.=x—d,

r_.=x+d,

1. En este problema, llamaremos V, y V_ a los potenciales generados por las cargas
puntuales ¢, y q_, respectivamente. Se pueden obtener a partir de la ecuaciéon
del potencial eléctrico para cargas puntuales (3.5):

v, =k =1
ry xr—d
vo=kt = L
r_ r+d

2. Aplicando el principio de superposiciéon de potenciales eléctricos:

1 1 d—z+d 2d
V:V++V_:kq( ) rta—zt+a

— ) =k =kq———.
r—d x+4d q(m—d)(x—i—d) T2 —
3. Como se tiene que [ > d, el resultado se puede aproximar por:

V%k2i2d.
T

b)

Conocido el potencial eléctrico, podemos determinar el campo eléctrico en [ haciendo
uso de la ec. (3.9):

av 4qd
E=VV = Em———%—k—q
dz x3
Por tanto, el campo eléctrico sera:
4qd
E~ —h—bj
x

El potencial eléctrico creado por el dipolo en z es V =~ Q’;—gd.
4kqd

fES 1.

El campo eléctrico creado por el dipolo en z es E ~
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Problema 3.3 — Teracristalizacion. Un orbe de teracristal es una esfera de radio
a = 90 cm que encierra en su interior el poder de la cristalizacion. Para ello requiere
de varias cargas de 5 uC que acttian como fuentes de energia y que se disponen a
lo largo del ecuador de dicha esfera en intervalos de 90°.

a) Calcule el potencial eléctrico en el centro de la esfera.

b) Calcule el potencial eléctrico en el polo norte de la esfera.

Solucion:
a)

1. Para todas las cargas r = a.
2. Aplicando el principio de superposicion:

4 4
V:Z%:Zkg:%g:
i=1 =1

N m?25-1076C
_ 9 _ 5
=4.9.10 Z 90.102m 2.10° V.

b)

1. Para todas las cargas

r=+va2+ a2 =aV2

2. Aplicando el principio de superposicién:

V= ZV qu_4k—:

N m? 5. 107
_g100 X 070 ey
C* 90-102mv2

El potencial eléctrico creado en el centro de la esfera es 2 - 10° V.

El potencial eléctrico creado en el polo norte de la esfera es 1.4 - 10° V.
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Problema 3.4 — Potencial debido a dos cargas puntuales. Se dispone de dos
cargas a lo largo del eje z: ¢ = 1 nC y ¢, = 0.5 nC situadas en el origen y en
x = 15 cm respectivamente. Calcule el punto del eje x situado entre las cargas en
el que el potencial creado por ambas cargas es minimo.

Solucion:

r =2,

o = To — .

Sean V7 y V; los potenciales creados por q; y g2 respectivamente. El potencial creado
en x por ambas cargas se puede calcular a partir del principio de superposicion:

V=v1+vgzkﬂ+k:@:k(@+k & )

T 9 T To — X

El punto = entre x; y x5 en el que el potencial se hace minimo puede calcularse
resolviendo un problema de optimizaciéon para x.

0 = —

ﬂ_ d
dv dz

p 2 D g
x To— T x? (x9 — x)?

= (xg—x)Q:@xQ = <%—1)x2+2$2x—x§—0 =
01 T

0.5
<T — 1) 22 +215-1020 — (151072 =0 =

9 L ) 0.51 m = 51 cm,
= —=052°4+30-107°x—-225-100"=0 = «x=

0.08m = 8 cm.

¢1 se encuentra en el origen y ¢y en o = 15 cm, por tanto, el punto entre cargas que
hace minimo el potencial es x = 8 cm.

El punto en el que el potencial es minimo es © = 8cm .
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Problema 3.5 — Potencial de una esfera conductora. Calcule el potencial en el
interior y el exterior de una esfera conductora de radio a y carga total ¢ distribuida
de manera uniforme por su superficie.

Solucion:

Si la carga esté distribuida de manera uniforme por toda la superficie podemos suponer
que se trata de un conductor en equilibrio electrostatico. En esa situacion, sabemos
de la secciéon 2.4 que el campo eléctrico en el interior de un conductor en equilibrio
electrostatico es nulo. En el exterior el campo eléctrico serd igual al que crea una
esfera uniforme (o una carga puntual) de valor ¢ (cuestion 2.5):

0 sir<a,
E—
kr%f sir > a.
(I) Potencial eléctrico para r<a

Para calcular el potencial en el interior de la esfera tomamos un camino radial desde
un punto a una distancia r < a del centro de la esfera (origen) hasta el infinito (final).

AV =V(oo) = V(r) “LY - / E-dr

Calculamos primero la parte integral de la ecuaciéon anterior, donde tenemos que tener
en cuenta que E = E7 y dr = drr:

/E-dr s / Edr:/Edr+/ Edr:0+/ ¥ar =
7 T s a a r

o[ go-sal -sa- - 8

" a 4meg a

Por tanto, se tiene que

AV =V(oe) = V(r) " ET vy = - = V()=

(IT) Potencial eléctrico para r>a

Para calcular el potencial en el interior de la esfera tomamos un camino radial desde
un punto a una distancia r > a del centro de la esfera (origen) hasta el infinito (final).
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AV = V(o0) = V(r) “LY — / E-dr

De nuevo, calculamos primero la parte integral de la ecuacion anterior, donde tenemos
que tener en cuenta que E = E7 y dr = drr:

/E~dr Elldr / Edr:/ k%dr:
r T T T

:kQ[w%dr:kQ[l}w:kQ{O—l} _e_ 1@

r T

Por tanto, se tiene que

1 1
Q Ly

AV =V (c0) = V(r) pg. V(r)

El potencial de una esfera conductora de radio a y carga @ es

= — s8ir>a.
deg 1

1 Q :
O

1 Q ;
Tregr SIT >a.

Problema 3.6 — Potencial eléctrico anillo. Calcule el potencial creado por un
anillo de radio @ = 7 cm con carga lineal uniforme ¢ = 0.5 nC a una distancia
x = 24 cm sobre el eje del anillo. Considerando un anillo de radio a y con carga
uniforme @), calcule el potencial eléctrico en un punto P sobre el eje del anillo.

Solucion:

Consideramos el anillo como una distribucion
lineal de carga. Ademés, tenemos en cuenta que
la distancia de cada dq es siempre la misma y
que r es la hipotenusa del triangulo cuyos cate-
tos son a (el radio del anillo) y x (la distancia
del centro del anillo al punto de medicién del po-
tencial). Bajo estas premisas, podemos calcular
el potencial en P usando la ecuacion (3.8):



3.5 Problemas 63

dq / dq k Q
vk | Xk - dq =k ,
/7’ V2 +a2 Va2 +a? 1 V2 +a?

donde se utiliza que a y x son constantes en todo el anillo para sacarlas fuera de la
integral.

A partir de esta expresion podemos obtener el potencial creado por el anillo de radio
a =T cm con carga () = 0.5 nC a una distancia x = 24 cm sobre el eje del anillo:

N m? 5-1079
Q__ _ 4 pNm 0.5-107°C 9

V=k——r =
Va? + a? C* /(242 +7)(10-2)2m?  5-107

El anillo crea un potencial de 18 V a 24 cm de distancia sobre su eje.

V=18 V.

Problema 3.7 — Potencial de un plano infinito. Teniendo en cuenta el campo
eléctrico que produce un plano infinito cargado uniformemente calculado en la
cuestion 2.5, determine el potencial producido por dicho plano a ambos lados. Nota:
Suponga el potencial en el plano conocido, V.

En la cuestion 2.5 determinamos que el campo eléctrico para un plano infinito (situado
en x=0) es:

e o~
C 5eg | six <0,
%i siz > 0.

— O

Para mayor comodidad en los calculos llamaremos E = 3o

(I) Potencial eléctrico para x>0

Para calcular el potencial en los puntos positivos de x tomamos un camino perpendi-
cular al plano desde un punto 0 en el plano (origen) hasta una distancia x > 0 del
plano (final).

AV = V() - V(0) “L” - / E-dr
0

Calculamos primero la parte integral de la ecuacién anterior, donde tenemos que tener
en cuenta que E = Eiydr =dz
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/E-dr Elldr /de:Ex
0 0

Por tanto, se tiene que

V(0)=Vp

AV =V(z)-V(0) "= " V(z)-Vy=—-FEz =

= V(x):VO—Eaz::VO—i sixz > 0.
280

(IT) Potencial eléctrico para x<0

Para calcular el potencial en los puntos negativos de x tomamos un camino perpendi-
cular al plano desde un punto a una distancia x < 0 en el plano (origen) hasta un
punto 0 en el plano (final). Por qué desde x hasta 0 y no al revés?

0
AV = V(0) - V() “LY —/ E-dr

De nuevo, calculamos primero la parte integral de la ecuacion anterior, donde tenemos
que tener en cuenta que E = —F 1y dr = dx @

0 0
/ E . dp BIE) —/ Edx = —FEx

Por tanto, se tiene que

AV =V(0) - V() “C V- V()= —(-Ez) = Bz =

= V(m):Vo—i—Ex:Vg—l—% siz < 0.
0

El potencial producido por un plano infinito situado en x = 0 es

V(.%') = Vg —

280

i‘:ﬂ— Vo—l-%l‘ six <0,
Vo—Zx% siz>0.
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[4. Corriente Eléctrica
4.1 Corriente eléctrica

Se entiende por corriente eléctrica al movimiento de particulas cargadas que ocurre
en el interior de un conductor cuando, fuera del equilibrio electrostético, se aplica sobre
él un campo eléctrico constante, E, de tal forma que las particulas cargadas libres
de su interior sienten la acciéon de una fuerza eléctrica, F = ¢E. La magnitud fisica
empleada para cuantificar este movimiento de cargas es la intensidad de corriente
eléctrica, I.

i(t) = &Y (4.1)

Esta magnitud representa la cantidad de carga, dQ(t), que atraviesa una superficie,
S, en un tiempo determinado, dt, Figura (4.1). Si la cantidad de carga que atraviesa
la superficie por unidad de tiempo es constante, se puede escribir:

_ A0

I =
At

(4.2)

La unidad de intensidad de corriente en el SI es el culombio partido por segundo, C/s,
que recibe el nombre de amperio, A (el amperio es una de las unidades base del ST).

Por convencion histoérica, se toma el sentido de la corriente como el del movimiento
de las particulas cargadas positivamente. Aunque realmente sabemos que quien se
mueve son las particulas cargadas negativamente, los electrones.
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Figura 4.1: Representacion de la corriente eléctrica. Movimiento de particulas cargadas
en el interior de un conductor bajo un campo eléctrico.

La corriente eléctrica es una magnitud escalar (no es un vector), aunque se
hable de direcciéon o sentido de la corriente.

Resistencia eléctrica

Supongamos un cilindro conductor como el de la figura 4.1. Como vimos en la seccion
anterior, si sobre este conductor aplicamos un campo eléctrico, se producird un
movimiento de cargas que ocasiona una corriente eléctrica. Ademas, el campo eléctrico
aplicado conlleva la aparicion de una diferencia de potencial entre los extremos del
conductor!. Para un conductor, se define la caida de potencial, /| entre los extremos
del conductor como la diferencia entre el extremo a mayor potencial y el de menor,
V =V, — V_. Se puede comprobar experimentalmente que esta caida de potencial es
directamente proporcional a la intensidad de corriente, I, que fluye en el conductor:

V=IR (4.3)

La ecuacion (4.3) se conoce como Ley de Ohm. En ella, la constante de proporcio-
nalidad R recibe el nombre de resistencia y nos da informacién sobre la oposicion
que presenta el conductor al paso de corriente cuando se le aplica una diferencia de
potencial a sus extremos. La unidad de resistencia en el sistema internacional es el
voltio partido amperio, V/A, que recibe el nombre de ohmio, 2.

Importante no confundir diferencia de potencial, AV = Vi — Viniciar, con la
caida de potencial, V =V, —V_.

I'Recordemos que el campo eléctrico apunta hacia potenciales decrecientes.
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Resistencia de conductores

Podemos calcular la resistencia del conductor mostrado en la figura 4.1 a partir de la
siguiente ecuacion

L

donde L es la longitud del conductor, S es su secciéon eficaz y p su resistividad,
una propiedad caracteristica del material. Merece la pena destacar otra propiedad
caracteristica de los conductores, la conductividad, o, que se define como la inversa
de la resistividad

o= > (4.5)

Las unidad de resistividad es el ohmio por metro, Qm, y las de conductividad su
inversa?, Q~'m~".

Resistencia y Temperatura

La resistencia es una propiedad que depende de la temperatura. Para la mayoria
de metales se demuestra la siguiente relacion de la resistencia en funcién de la
temperatura:

R(T)=Ry[l +a(T - Ty)], (4.6)

donde Ry es la resistencia del material a la temperatura de referencia 1o Y « es el
coeficiente de temperatura, una propiedad del material.

Potencia eléctrica

La potencia existente en un conductor con una resistencia R se interpreta como la
energfa consumida y transformada en calor por el conductor. Se trata de una medida
indirecta de como se opone el conductor al paso de corriente y se calcula de la siguiente
forma:

2
p=vi = P:[zR:%. (4.7)

La unidad de potencia en el SI es el julio partido segundo, J/s, que recibe el nombre
de vatio, W.

2A la unidad inversa del ohmio,Q2~!, se le conoce como siemens, S.
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Todas las formas de la ecuacion (4.7) son equivalentes y se emplearan en funcion
de los parametros que conozcamos del problema: V', I o R.

4.4 Resistencia en circuitos eléctricos

Como hemos visto la resistencia eléctrica cuantifica la oposiciéon que un conductor
hace al paso de corriente cuando se le aplica una diferencia de potencial. Esta es una
aplicacion de gran utilidad en electronica. El dispositivo disenado para esta aplicacion
es llamado resistor o resistencia y se representa como se muestra en la figura 4.2.

Figura 4.2: Simbolo de la resistencia eléctrica para los circuitos eléctricos.

En una resistencia, la caida de potencial es positiva al movernos en el sentido
de la corriente ya que V4 > Vg. Esto nos indica que la corriente pierde energia
por unidad de carga al pasar por una resistencia.
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4.5 Cuestiones

Potencia eléctrica

Cuestion 4.1 — Relacion entre potencia disipada y resistencia. Considere dos
conductores bajo la misma caida de potencial. Si el segundo conductor disipa el
triple de potencia que el primero, jcual de los dos tiene mayor resistencia?

Solucion:

Podemos determinar cual de los dos conductores tiene mayor resistencia haciendo uso
de la ecuacion (4.7):

V2

V=IR
= P=—.
R

P=VI

A partir de esta relacion podemos determinar la potencia que disipa cada conductor
y, posteriormente, obtener cada resistencia:

P =, 3P =P, v Vv
=" 3—=—=—= = 3Ry=R.
P = Rl } Ry R ? '

Para que el segundo conductor disipe el triple de potencia que el primero,
la resistencia del primer conductor tendra que ser el triple que la del primer
conductor.

Cuestion 4.2 — Longitud de un conductor. Dos conductores, a y b, que estan
hechos del mismo material tienen la misma resistencia eléctrica. No obstante, el
conductor a tiene un didmetro el triple que el del conductor b, jcomo es la longitud
del conductor b en relacion con la longitud del conductor a?

Solucion:

Para determinar la relacién entre longitudes de ambos conductores, tengamos en
cuenta que ambos conductores estan hechos del mismo material y, por tanto, tienen
la misma resistividad, p. Ademas, son conductores de seccion transversal circular con
una relacion de diametros d, = 3d, y, por tanto, con una relacion entre radios r, = 37y.
Con todos estos datos, podemos determinar la resistencia de ambos conductores a
partir de la ecuacion (4.4):
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ly Iy
Ry=p2 =p-2,

A partir de estas relaciones, podemos determinar la relaciéon entre longitudes teniendo
en cuenta que la resistencia de ambos conductores es la misma:

la l lo b re=3r, la l [
Ro=Ry = p-5=p— = 5==3"3" S=0rs = L=y

2 e r2 r? r2  (3ry))?

@ Si el conductor a tiene un didmetro tres veces mayor que el b, el conductor b
serd 9 veces més largo que el conductor b.

Cuestion 4.3 — Corriente por una bombilla. Considere una bombilla de filamento
de las que antiguamente se usaban. ;En qué momento circula una mayor cantidad
de corriente a través del filamento: al instante de encenderse o después de un tiempo,
cuando su brillo ya es constante?

Nota: Suponga que el voltaje que se le suministra a la bombilla es constante.

Solucion:

Sabemos que la resistencia de un conductor depende de la temperatura, ecuacion (4.6).
Si suponemos que el voltaje que se le suministra a la bombilla es contante, por ley de
Ohm, ecuacion (4.3), se puede demostrar que la corriente que atraviesa la bombilla
dependera de la temperatura:

Es decir, la corriente serd mayor con bajas temperaturas ya que es inversamente
proporcional a la resistencia. Por tanto, para el caso de la bombilla, tendremos que la
corriente es mayor cuando la temperatura sea baja.

@ Al encender la bombilla, el filamento esta frio con una baja resistencia (tempe-

ratura baja) y, por tanto, con una alta corriente. A medida que el filamento se
calienta por efecto Joule, la resistencia del filamento comienza a aumentar y, por
tanto, la corriente disminuye su valor. Concluimos, por tanto, que la corriente
en la bombilla es mayor en el momento en el que es encendida.
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Cuestion 4.4 — Relacion entre potencias de bombillas. En una vivienda antigua
encontramos dos bombillas distintas de potencia 60 W y 90 W.

a) {Cual de las dos presenta una resistencia mas elevada?
b) ;Cuél permite el paso de una mayor cantidad de corriente?
¢) Si ambas bombillas estan hechas de tungsteno y tienen la misma longitud, jen
qué se diferencian los filamentos de una bombilla de ambas bombillas?
Solucion:
a) Si suponemos ambas bombillas conectadas a la misma diferencia de potencial:
V2 I%&

Pyy > Pooy = R—90>R—60 =  Rgy > Roo.

b) Si suponemos de nuevo ambas bombillas conectadas a la misma diferencia de
potencial:

Pgo > P60 = V]go > VIGO = Ig() > ]60-

c¢) Si ambas bombillas estan hechas del mismo material de resistividad p y tienen la
misma longitud [ = lgy = lgg, sus filamentos se diferenciaran en los radios.

l l
2 2
Reo > Rog = p—5 >p—5 = T5>Tg = Too > Teo-
60 90

Si tenemos dos bombillas de 60 W y 90 W:

a) la de 60 W presentard una mayor resistencia,
b) la de 90 W permite el paso de una mayor corriente,
c¢) el filamento de la de 90 W tiene mayor radio que la de 60 W.
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4.6 Problemas

Corriente eléctrica

Problema 4.1 — Tubo de rayos catdédicos. Un tubo de rayos catédicos es una
tecnologia para visualizar imagenes que fue ampliamente utilizada en los monitores
y televisores antiguos. Calcule cuantos electrones chocan contra la pantalla del
tubo si tenemos un dispositivo donde circula una intensidad de corriente de 0.2
mA durante intervalos de 5 s.

Solucion:

Para calcular el nimero de electrones que chocan contra la pantalla emplearemos la
ecuacion (1.1) del Tema 1, segtn la cual, el nimero de electrones dependeré de la
carga total que tengamos en el tubo. Por tanto, previamente necesitamos conocer la
carga que circula por el tubo. Podemos calcular esta carga a partir de la definicion de
corriente eléctrica, ecuacion (4.2):

A
szcf = AQ=IAt=02-10%A-55=103C.

Y aplicando la cuantizacion de la carga:

_1AQL 10 C

Ne = e 16-109C = 6.25 - 10'° electrones.
e .6 -

@ Chocan 6.25 - 10'° electrones contra la pantalla del tubo de rayos catédicos
cuando tenemos una intensidad de corriente de 0.2 mA durante intervalos de 5
S.

Resistencia eléctrica

Problema 4.2 — Accidente casero. Una operario arreglando un electrodoméstico
toca accidentalmente un cable pelado expuesto a 200 V mientras sus manos estan
htimedas. Teniendo en cuenta que la resistencia eléctrica del cuerpo humano mojado
puede ser de 600 €2, determine la corriente eléctrica que atraviesa el cuerpo en
dicha situacion.

Solucion:

Para calcular la corriente que atraviesa el cuerpo del operario podemos emplear la ley
de Ohm, ecuacion (4.3):
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Vo 200V
V R = = 6000 0.333 333 m

@ Cuando el operario toca el cable a 200 V, la corriente que atraviesa su cuerpo
es 333 A3,

Resistencia eléctrica

Problema 4.3 — La resistividad del Salasium. El Salasium es una aleacién que
forma un metal casi indestructible. Sabiendo que este metal tiene una resistividad
de 107% Qm, ;qué longitud de aleacién se necesita para obtener una resistencia de
5 €2 con un cable de Salasium de 0.8 mm de radio?

Solucion:

Para calcular la longitud de la aleacion de Salasium con una resistencia R =5 Q y
radio » = 0.8 mm podemos utilizar la ecuacion 4.4:

RS  R(mr?)  5Qm(0.8-107° m)?

— 10.05 m.
; ; T 0.05m

@ Se necesita 10.05 m para obtener una resistencia de 5 € con un cable de Salasium
de 0.8 mm de radio.

Problema 4.4 — Termémetro resistivo. Una manera de medir de manera precisa
la temperatura es mediante las variaciones de resistencia con la temperatura.
Determine la temperatura para un termoémetro resistivo de cobre que tiene una
resistencia de 150 2. Para ello considere que el cobre tiene una resistencia de 120 €2

a la temperatura de referencia de 20°C y que el coeficiente de temperatura del
cobre es a = 0.004041°C 1.

Solucion:

Para determinar la temperatura del termoémetro resistivo cuando el material tiene
200 €2 de resistencia, utilizamos la ecuacion 4.6:

R(T) = R() []. + « (T — T())] = R(T()) + OZR(T())T — (XR(T())TO

3Corrientes superiores a 300 mA pueden provocar serios dafios para el cuerpo humano como
detencién de la respiracion, por lo que esta corriente es potencialmente mortal.
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Podemos calcular el valor de la temperatura, 1T', a la que esta el material con una
resistencia, R(T) = 150 Q si despejamos T en la expresion anterior y tenemos en
cuenta los datos que nos proporciona el enunciado para la temperatura de referencia,
Ty = 20°C, y resistencia a la temperatura de referencia, R(Ty) = 120 €

R(T) — R(Ty) + aR(1p)To
OéR(T())

T = = 81.9°C.

La temperatura del termémetro resistivo a 150 €2 es 81.9°C.

Potencia eléctrica

Problema 4.5 — Potencia de una bombilla. El filamento de una bombilla de
tungsteno tiene una resistencia de 240 2. Calcule la potencia que disipa la bombilla
por efecto Joule cuando esta encendida y por ella circula una corriente de 0.5 A.

Solucion:

Conocida la resistencia del filamento, R = 240 2, y la corriente que lo atraviesa
I =0.5 A, para determinar la potencia que se disipa en la bombilla por efecto Joule
utilizamos la ecuacion (4.7):

P=vi "Z' P=PR=(05A)%2400Q=60W.

La bombilla de tungsteno disipa 60 W cuando por ella circulan 0.5 A.

Problema 4.6 — Potencia de una bombilla de bajo consumo. Una bombilla de
bajo consumo de 10 W puede generar la misma cantidad de luz que una bombilla
incandescente de 60 W. ;Cuénto dinero se ahorra al utilizar la bombilla de bajo
consumo durante 100 horas? Considere que el costo de la electricidad es de 0.10 €
por kWh.

Nota: Un kilovatio-hora es una unidad de energia, concretamente es la energia
necesaria para mantener una potencia constante de 1 kW durante una hora (1 kWh =
3.6 -10° J.

Solucion:

Calculemos la energia gastada por cada bombilla:

Bombilla incandescente: U, = Pyt = 60 W 100 h = 6000 Wh = 6 kWh.
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Bombilla bajo consumo: U, = Pyt = 10 W 100 h = 1000 Wh = 1 kWh.

Por tanto, teniendo en cuenta que el costo de la electricidad es de 0.10 € por kWh, el
ahorro es

Uine — Upe = 6 kWh — 1kWh =5kWh = Ahorro =5kWh 0.10% =05%€.

Se ahorran 0.5 € al utilizar una bombilla de bajo consumo durante 100 h.

Problema 4.7 — Potencia de un calefactor eléctrico. Un calefactor eléctrico
funciona con una potencia de 1600 W y opera a un voltaje de 230 V. Debido a un
fallo en la resistencia calefactora, el usuario decide arreglarlo cortando una secciéon
danada y volviendo a conectar los extremos restantes (jNo intentes esto en casal).
Como resultado, la resistencia calefactora se reduce en un 20 % de su longitud
original. ;Cuél serd la nueva potencia del calefactor tras esta modificacion?

Solucion:

Consideremos la potencial y resistencia iniciales del calefactor como

A= 100w Ry = po 2
0= Re ) 0 = Po Sy’
Tras estropearse el calefactor, el usuario decide reducir un 20 % la longitud de la
resistencia, [ = 0.8[y, dejando igual su seccidon transversal, Sy, v la resistividad del
material, py. Ante esta situacion, la resistencia y potencia del calefactor pasaran a ser:

l 0.81 V2 V2 P 1600 W
R = po—=— = po OIO.8R0 = P=—= =2 =

= = 2000 W.
So So R 08Ry, 0.8 0.8

Tras acortar un 20 % la resistencia, la nueva potencia del calefactor pasa a ser
2000 W.

Problema 4.8 — It’s in the game. Suponga que su consola y television tienen un
gasto energético de 100 W y 150 W, respectivamente. Calcule cuanto dinero cuesta
hacer al Cddiz C.F. campeon de Europa jugando al FOFA (famoso juego de fatbol).
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Para ello tenga en cuenta que la compania eléctrica le cobra 0.20 €/kWh, y que
para semejante hazana dedica 60 horas.

Solucion:

El gasto energético de consola y television es 100 W y 150 W, respectivamente. Por
tanto, el gasto conjunto de ambos aparatos funcionando simultdneamente es:

P =P, + Pry =250 W.

Si para hacer al Cddiz C.F. campeén de Europa empleamos 60 horas a 0.20 €/kWh,
el gasto en dinero sera:

U = Pt =250 W60 h = 15000 Wh = 15kWh =

S

Hacer al Cddiz C.F. campedén de Europa supone un costo eléctrico de 3 €.
Barato para semejante hazana.
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[5. Circuitos de Corriente Continua

Circuito eléctrico

Se define un circuito eléctrico como un conjunto de componentes (fuentes, resis-
tencias, condensadores, etc.) conectados entre si mediante conductores ideales que
son caminos rectos de resistencia nula. Por tanto, los puntos de un circuito unidos
mediante un mismo conductor ideal estdn al mismo potencial. En un circuito eléctrico
podemos identificar distintos tipos de componentes:

= Componentes activos: aquellos capaces de generar energia eléctrica como los
generadores o fuentes.

= Componentes pasivos: aquellos que no son capaces de generar energia eléc-
trica y la consumen. Ejemplos de componentes pasivos son las resistencias,
condensadores o inductores.

Ademas podemos distinguir entre distintos tipos de circuitos en funcién del movimiento
de las cargas en ellos:

= Circuitos de corriente continua, DC': aquellos en los que la corriente tiene
siempre la misma direccion.

= Circuitos de corriente alterna, AC": aquellos en los que tanto la magnitud
como la direcciéon de la corriente varian de manera ciclica.

En este tema nos centramos en los circuitos de corriente continua en los que, ademas,
la corriente eléctrica es constante en el tiempo.

5.2 Componentes activos de un circuito
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5.2.1 Fuentes de tension

Una fuente de tension, o fuente de fuerza electromotriz (fem)!, es un dispositivo
encargado de suministrar energia eléctrica en un circuito eléctrico. Por tanto, una
fuente de tensiéon o de fem conectado a un circuito proporciona una variaciéon de
potencial constante en el circuito. El simbolo de una fuente de tensién en un circuito
se muestra en la figura 5.1.

Figura 5.1: Simbolo de la fuente de tensioén o de fem para los circuitos eléctricos.

Mientras no se diga lo contrario, consideraremos fuentes de tension ideales.
En ellas, la resistencia interna es nula por lo que son capaces de mantener la
diferencia de potencial indicada por la fuente, independientemente del resto de
elementos del circuito. Veremos méas adelante que esto no ocurre con las fuentes
de tensién reales.

Al contrario que las fuentes de tension ideales, las fuentes reales no pueden
mantener constante el voltaje suministrado, ya que el paso de corriente genera
una disipacion de energia dentro de la fuente. Este efecto puede modelarse
agregando una resistencia interna en serie con la fuente de tension.

5.2.2 Fuentes de corriente

Una fuente de corriente es un dispositivo encargado de suministrar energia eléctrica
en un circuito eléctrico por medio de generar una corriente constante en el circuito.
El simbolo de una fuente de tensiéon en un circuito se muestra en la figura 5.2. La
direccion de la corriente viene indicada por la fuente de corriente.

Figura 5.2: Simbolo de la fuente de corriente para los circuitos eléctricos.

'La fem, ¢, es una magnitud que mide diferencia de potencial. Por tanto, su unidad en el SI es el
voltio, V.
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Fuentes dependientes

Las fuentes vistas hasta ahora se denominan fuentes independientes. En ellas la caida
de tension o la corriente se mantienen constantes independientemente del resto del
circuito. Existen otro tipo de fuentes denominadas fuentes dependientes en las que
su funcionamiento viene determinado por alguna de las magnitudes presentes en el
circuito.

Otros tipos de componentes activos como los diodos y transistores se veran en
temas posteriores.

Fuentes de tension dependientes

En las fuentes de tensién dependientes, la caida de potencial de la fuente depende
de otra magnitud del circuito. Podemos distinguir dos tipos: i) fuentes de tension
controladas por tension (dependen de otra tension del circuito) y ii) fuentes de tension
controladas por corriente (dependen de una de las corrientes del circuito). Podemos
ver el simbolo de este tipo de fuentes en las figuras 5.3 a y b, respectivamente.

Fuentes de corriente dependientes

En las fuentes de corriente dependientes, la caida de intensidad de corriente de la
fuente depende de otra magnitud del circuito. Podemos distinguir dos tipos: i) fuentes
de corriente controladas por tension (dependen de una tension del circuito) y ii)
fuentes de corriente controladas por corriente (dependen de una de las corrientes del
circuito). Podemos ver el simbolo de este tipo de fuentes en las figuras 5.3 ¢ y d,
respectivamente.

Figura 5.3: Simbolo de las fuente dependientes para los circuitos eléctricos.

En las fuentes dependientes las variables que acompafian a la magnitud depen-
diente son constantes de proporcionalidad. K es una constante adimensional
comunmente denominada como ganancia de la fuente; 7 es una constante con
unidades de resistencia, €2, llamada resistencia de transferencia o transresisten-
cia; y g es una constante con unidades de inverso de resistencia, Q~' =S, que
se denomina como conductancia de transferencia o transconductancia.
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Componentes pasivos de un circuito. Resistencias

Dentro de los componentes pasivos de un circuito encontramos a las resistencias.
Estos elementos pueden encontrarse formando combinaciones o asociaciones de ellas
con un efecto igual al que produciria una tnica resistencia, denominada resistencia
equivalente. Veamos que tipo de asociaciones podemos encontrar.

Resistencias en serie

Dos o mas resistencias estan en serie si por ellas pasa la misma corriente. En
esta situacion, podemos afirmar que en una asociacién de n resistencias en serie, la
resistencia equivalente es igual a la suma de las resistencias individuales.

Re, = zn: R;. (5.2)

Resistencias en paralelo

Dos o maés resistencias estan en paralelo si entre sus extremos se establece la misma
caida de potencial. En esta situacion, podemos afirmar que en una asociaciéon de n
resistencias en paralelo, el inverso de la resistencia equivalente es igual a la suma de
los inversos de las resistencias individuales.

n

1 1
= > X (5.3)

eq i

Otros tipos de componentes pasivos como los condensadores e inductores se
veran en temas posteriores.

Otros elementos frecuentes en un circuito

Tierra

Referencia respecto a la cual se describen los voltajes en un circuito. Este punto se
toma usualmente como potencial de valor cero. Viene representado por el simbolo de
la figura 5.4.a.

Interruptor

Un interruptor o conmutador (ideal) es un dispositivo que permite o no el paso de
corriente en funcion de sus dos estados:
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Interruptor abierto

Un interruptor abierto (corte/OFF) se modela como un camino de resistencia infinita
o un circuito abierto. No permite el paso de corriente.

Interruptor abierto

Un interruptor cerrado (conduccion/ON) se modela como un camino de resistencia
nula o un cortocircuito. Permite el paso de corriente.

Podemos ver el simbolo de un interruptor y sus estados en la figura 5.4.b.

Figura 5.4: Simbolo de la fuente de corriente para los circuitos eléctricos.

Potencia. Referencia de signos

En todo componente de un circuito (pasivo o activo) por el que circula una corriente I
aparece una caida de potencial V' y, por tanto, un intercambio de energia cuyo ritmo
de transferencia se puede cuantizar mediante la potencia, P = V1.

Si la corriente entra por la polaridad positiva de la caida de potencial, cualquier
potencia positiva indica que el componente esta absorbiendo energia, mientras que si
la potencia es negativa indica que el elemento esta entregando energia al circuito.

Andlisis de circuitos eléctricos

En el analisis de circuitos eléctricos trataremos de determinar las variables de un
circuito eléctrico (corrientes, caidas de potencias y potencias de los componentes que
lo forman). La técnica mas comun con la que empezar el analisis de un circuito es
buscar asociaciones de resistencias en serie o paralelo para simplificarlo con un circuito
equivalente. Sin embargo, en muchas ocasiones los circuitos seréan suficientemente
complejos como para que se requiera una técnica extra o alternativa. El procedimiento
comin en estos casos es el de aplicar las reglas de Kirchhoff o buscar circuitos
equivalentes mediante los teoremas de Thévenin o Norton. Veamos a continuaciéon
estas alternativas.



5.6.1

86 Capitulo 5. Circuitos de Corriente Continua

Reglas de Kirchhoff

Antes de la definiciéon de las reglas de Kirchhoff es necesario definir los siguientes
conceptos:

Nudo: Punto del circuito donde se conectan tres o més elementos de un circuito a
través de un conductor ideal®.

Rama: Tramo del circuito que conecta dos nudos. Cada rama tendra asociada una
corriente de rama tnica.

Malla: Conjunto de componentes de un circuito que forman un camino cerrado desde
un nudo hasta él mismo sin recorrer dos veces el mismo conductor.

Primera regla de Kirchhoff

La primera regla de Kirchhoff establece que en cualquier nudo de un circuito la suma
de las corrientes que entran es igual a la suma de las corrientes que salen.

Z ]ent = Z -[sal (54)

nudo nudo

@ La primera regla de Kirchhoff es consecuencia directa de la ley de conservacion
de la carga.

Segunda regla de Kirchhoff

La segunda regla de Kirchhoff establece que la suma de las caidas de potencial a lo
largo de una malla debe ser igual a cero.

Y v=0 (5.5)

malla

@ La segunda regla de Kirchhoff es consecuencia directa de la ley de conservacion
de la energia.

2Los puntos del sistema donde se conectan dos elementos del sistema se conocerdn como nudos
secundarios.
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Pautas para aplicar las reglas de Kirchhoff

1. Identificamos los nudos, ramas y mallas del circuito. Ademas, fijamos el sentido
en el que se recorre la malla.

2. Definimos tantas corrientes como ramas tenga el circuito. Estas seran las incog-
nitas a determinar. El sentido de las corrientes se asigna arbitrariamente.

3. Usando las reglas de Kirchhoff se establecen tantas ecuaciones como corrientes
incognita existan para establecer un sistema de ecuaciones. En este punto, en
funcion del sentido en que se recorre la malla, estudiamos si las caidas de
potencial en cada componente del circuito son positivas o negativas.

4. Si al resolver el sistema de ecuaciones se obtienen corrientes positivas significa
que el sentido establecido inicialmente es correcto. Si alguna corriente es negativa,
el sentido que se establecid para ella de manera aleatoria es opuesto al real.
Debemos indicar los sentidos reales de todas las corrientes al final para resolver
el circuito por completo.

Teorema de Thévenin

El teorema de Thévenin establece que cualquier circuito eléctrico formado por
resistencias y fuentes (de tension y de corriente), visto desde dos puntos A y B, puede
ser sustituido por un circuito equivalente formado por una fuente de tensién cuyo
valor es la tension equivalente Thévenin, Vi, y una resistencia en serie con la
fuente cuyo valor es la resistencia equivalente Thévenin, Rp,. Las caracteristicas
que deben cumplir estos componentes son:

Tension equivalente Thévenin

Es la caida de potencial entre los puntos A y B cuando entre ellos se establece un
circuito abierto.

Resistencia equivalente Thévenin

Es la resistencia equivalente entre los puntos A y B cuando entre ellos se establece un
circuito abierto y se anulan las fuentes?.

Teorema de Norton

El teorema de Norton establece que cualquier circuito eléctrico formado por
resistencias y fuentes (de tension y de corriente), visto desde dos puntos A y B, puede
ser sustituido por un circuito equivalente formado por una fuente de corriente cuyo
valor es la corriente equivalente Norton, [y, y una resistencia en paralelo con la

3Anular las fuentes equivale a sustituir las fuentes de tensién por cortocircuitos y las fuentes de
corriente por circuitos abiertos.
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fuente cuyo valor es la resistencia equivalente Norton, Ry. Las caracteristicas
que deben cumplir estos componentes son:

Corriente equivalente Norion

Es la corriente que circula entre los puntos A y B cuando entre ellos se establece un
cortocircuito.

Resistencia equivalente Norton

Es la resistencia equivalente entre los puntos A y B cuando entre ellos se establece un
circuito abierto y se anulan las fuentes.
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5.7 Cuestiones

Componentes pasivos de un circuito. Resistencias

Cuestion 5.1 — Resistencias en serie. Demuestre que la asociaciéon de dos resisten-
cias en serie es igual a una resistencia equivalente cuyo valor equivale a la suma de
ambas resistencias.

Antes de empezar con la asociacion en serie
debemos notar que la caida de potencial de
las dos resistencias por separado es:

VR1 - VA - VB - IRI)
Vi, = Vis — Vi = IRy,

Teniendo esto en cuenta, sabemos que la co-
rriente que atraviesa las resistencias de una
asociacion en serie es la misma.

Ademas, la caida de potencial en esta combinacion se divide entre ambas resistencias
)
y se puede calcular como:

V=Vi—Vo=Va—-Vp+Vp -V

En la dltima igualdad se ha sumado y restado el potencial de B con el objetivo de
obtener las caidas de potencial en cada resistencia por separado. Desarrollando la
igualdad anterior con la caida de potencial de las resistencias individuales se obtiene:

V=Vg +Va,=IR +IRy=I(Ri+ Ry) =IR.y = Re=R+Ry O

Cuestion 5.2 — Resistencias en paralelo. Demuestre que el inverso la resistencia
equivalente de una asociacion de dos resistencias en paralelo es igual a la suma de
los inversos de las dos resistencias individuales.



Q0 Capitulo 5. Circuitos de Corriente Continua

En una asociacion de dos resistencias en para-
lelo la corriente I que fluye desde el punto A
se divide en dos corrientes, I; e Iy, que pasan
por Ry y Ry, respectivamente. Aplicando el
principio de conservacion de la carga, se tiene
que cumplir que:

I =1+ 1.

Ademas, aplicando en la ecuaciéon anterior
que en una asociacion en paralelo las resis-
tencias se encuentran bajo la misma caida de
potencial, V' =V} = V5, junto con la ley de
Ohm obtenemos:

vV oV 11 1 111
[=—4+—=V{|—+—]= = == 0
R R <R1+R2> i

Interruptor

Cuestion 5.3 — Circuito con interruptor. Determine el valor de V5 en el circuito
de la figura.

Solucion:
Para obtener el valor de V45 necesitamos considerar los dos estados del interruptor:

Interruptor abierto: El interruptor se modela como un circuito abierto por lo que
no hay circulaciéon de corriente en el circuito. En esta situacién, no hay caida de
potencial en R;. Por tanto, V4 = V', y se tiene que:

Vap=Va-Vs "= V.
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Interruptor cerrado: El interruptor se modela como un cortocircuito. En esta
situacion, se puede calcular V4 a partir de un divisor de tension:

V=0 Ry

—_—. 5.C.1
Ri + Ry ( )

En ambos casos se ha tenido en cuenta que B esta conectado a tierra.

La caida de tension entre Ay B es

|4 Interruptor abierto,
Vap =

Ro
V&5, Interruptor cerrado.

Cuestion 5.4 — Instalacion eléctrica. En muchas instalaciones eléctricas en el
hogar, se utilizan conmutadores miultiples que permiten controlar una misma luz
desde dos interruptores distintos. Esto facilita encender y apagar la luz desde
diferentes puntos. Realice un esquema que represente este tipo de circuito.

Solucion:

En el caso de conmutadores miltiples que permitan controlar la luz desde dos inte-
rruptores distintos, necesitamos hacer uso de conmutadores de tres terminales. Estos
son conmutadores especiales que cuentan con un terminal comiin y dos terminales
de salida. La clave del funcionamiento de este esquema reside en el cableado de los
conmutadores. El primer interruptor (Sw!) tiene su terminal de entrada conectada
a una fuente de alimentaciéon que suministra energia, mientras que la entrada del
segundo interruptor (Sw2) esté conectada a la lampara. A su vez, los terminales de
salida de ambos interruptores estan conectados entre si. Al pulsar los interruptores
cambiaremos la posicion de los conmutadores de manera que modificamos el camino
que sigue la corriente desde la fuente hasta la lampara. Si ambos interruptores estan
en la misma posicion (a-c o b-d en la figura) la corriente fluird hacia la lampara,
mientras que si uno de los interruptores cambia de posicion (a-d o b-c¢ en la figura) se
corta el flujo de corriente hacia la lampara.
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Potencia

Cuestion 5.5 — Combinacion para mdaxima potencia. Dispone de tres resistores
con igual resistencia R y una tnica fuente de tension de valor V. ;Cémo conectaria
todos estos elementos para que se disipe la maxima potencia?

Solucion:
La potencia eléctrica en una resistencia la podemos calcular a partir de la ecuacion

(4.7):

V2

P=VI .
R

Segin esta expresion, potencia y resistencia son inversamente proporcionales. Por
tanto, si buscamos la combinaciéon que nos disipa la mayor potencia, necesitamos que
la resistencia total de la combinacién de resistores sea minima.

Con tres resistencias iguales, las combinaciones que podemos encontrar son las si-
guientes:

a) Todas las resistencias en serie:

b) Todas las resistencias en paralelo:

1IN"' R
Ry=(3=) =2
= (1) =3



5.7 Cuestiones Q3

c) Dos resistencias en serie, en paralelo con la tercera resistencia:

po (L L) 2 2R
" \2R R 3R 3~

d) Dos resistencias en paralelo, en serie con la tercera resistencia:

@ Se concluye por tanto, que la combinacién que da un valor menor de resistencia

es cuando los tres resistores se combinan en paralelo, R, = %, con una potencia
disipada:

Cuestion 5.6 — Lumos maxima. El siguiente circuito muestra cuatro bombillas
idénticas conectadas a una bateria. ; Como emitird mas potencia luminosa el circuito
con el interruptor cerrado o abierto?

Solucion:

Para determinar cuando se emitira mas potencia luminosa debemos distinguir los dos
estados del interruptor:

Abierto:
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Con el interruptor abierto observamos que la
corriente que fluye por las cuatro bombillas
es la misma (estan en serie). Considerando
cada bombilla como una resistencia de valor R
tendremos que la potencia total que se disipa
en esta situacion es:

V2 2
Re, AR

Py, =

Cerrado:

Con el interruptor cerrado introducimos un cortocircuito que deja aisladas las bombillas
C'y D. La corriente que sale de la fuente de tension fluye por las bombillas A y B
y al llegar a la interseccion sigue el camino de minima resistencia (el cortocircuito),
dejando la rama que tiene a las bombillas C' y D sin corriente.

Por tanto, la potencia que se disipa en esta si-
tuacion es debida inicamente a las bombillas
Ay B (que estan en serie):

vz ooy
" R, 2R

PCe

@ Observamos que el circuito disipa mayor potencia y, por tanto, emite mas luz,

cuando el interruptor esta cerrado y solo hay dos bombillas encendidas (A y
B). A pesar de tener solo dos bombillas encendidas, la corriente que fluye por
ellas es mayor, lo cual implica una mayor potencia (luminosa en este caso) que
cuando estan las cuatro bombillas encendidas.

Analisis de circuitos eléctricos

Cuestion 5.7 — Nudos, Ramas y Mallas. Identifique nudos, ramas y mallas en el
circuito de la figura.
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= Identificamos 2 nudos: By E.

= Encontramos 3 ramas entre los nudos:
e Rama 1: formada por EFAB.
e Rama 2: formada por BE.
e Rama 3: formada por BCDFE

» Existen 3 mallas:
e Malla a: formada por ABEFA.
e Malla b: formada por BCDEV'.
e Malla c¢: formada por ACDF A.

Cuestion 5.8 — Fuerzas electromotrices en el andlisis de circuitos. Demuestre que
al aplicar las reglas de Kirchhoff en el analisis de circuitos, las fuerzas electromotrices
seran positivas, €, si se recorren del terminal negativo al positivo. Por contra, seran
negativas, —e, si se recorren del terminal positivo al negativo.

Supongamos que recorremos una malla desde A hasta B y por el camino nos encon-
tramos con una fuente de tension. Bajo estas condiciones podemos calcular la caida
de potencial y la diferencia de potencial en los dos casos de la figura:

a) Entramos por el terminal positivo:

Diferencia de potencial: AV = Vg — V4 = ¢,
Caida de potencial: V=e=Vp — V3 = AV =«¢.

b) Entramos por el terminal negativo:

Diferencia de potencial: AV = Vg — V, = ¢,
Caida de potencial: V==V, — Vg =-—-AV =—c. 0O
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Recordemos que la caida de potencial nos da la diferencia entre el punto a
mayor tensiéon y el punto a menor, mientras que la diferencia de potencial nos
da la diferencia en tension entre el punto final y el punto inicial del recorrido.

Cuestion 5.9 — Resistencias en el andlisis de circuitos. Demuestre que al aplicar
las reglas de Kirchhoff en el analisis de circuitos, si una resistencia se atraviesa en
la direccion de la corriente, la caida de potencial en ella es —I R. Por contra, si una
resistencia se recorre en la direcciéon opuesta, la caida de potencial en ella es I R.

Supongamos que recorremos una malla desde A hasta B y por el camino nos encontra-
mos con una fuente de resistencia. Bajo estas condiciones podemos calcular la caida
de potencial y la diferencia de potencial en los dos casos de la figura:

a) Corriente paralela al recorrido de la malla:

Diferencia de potencial: AV =Vz — V4 = IR,
Caida de potencial: V =e =V, — Vg =—-AV = —IR.

b) Corriente anti-paralela al recorrido de la malla:

Diferencia de potencial: AV =Vz — V4, = IR,
Caida de potencial: V==V -V, = AV =1IR. [

Cuestion 5.10 — Divisor de Tension. Determine el voltaje de salida, V,,, en funcién
de Vi, Vo, Ry y Rosia) Va#0Vyb)a) Vo=0V.

Solucion:
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Nota: FEl circuito representado en la figura es comiunmente denominado como divisor
de tension. Se trata de un circuito que reparte la tension de una fuente en varias
resistencias conectadas en serie.

a) Para obtener el valor de V,, supongamos que la corriente fluye de V; a V, con
el objetivo de calcular la caida de tension existente en Ry (Vg, = Vo — V, = I Ry)
y despejar el valor de V,. Para ello, necesitamos conocer previamente la corriente
que pasa por la combinacion en serie de resistencias. Esta corriente se puede obtener
aplicando la segunda regla de Kirchhoff en el circuito de la figura:

Vi—V,

Vi—I(Ri+Ry)—Vo,=0 __t 2
1 (R1 + R») 2 = R+ R,

De manera que podemos obtener el valor de V, via la caida de potencial en R; o en
RQI

R2

ViR, =Va—=V,=1Ry, = VOZV2+]R2=V2+(V1—V2)m
2

b) Si V4 = 0, la tension Vj es:

R2
R1+ Ry

En un divisor de tensién, la voltaje de salida es

v { Vot (Vi — Vo) i si Vo #0,
‘/1 Rle-2R2 si V2 =0.

Vo=V

Cuestion 5.11 — Divisor de Corriente. Determine la corriente que circula por la
resistencia Ry en funcién de I, R; Y R».

Solucion:

Nota: El circuito representado en la figura es comunmente denominado como divisor
de corriente. Se trata de un circuito que reparte la corriente de una fuente en varias
resistencias conectadas en paralelo.
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Para obtener el valor de la corriente que circula por Rs, I necesitamos conocer la
caida de tension que hay sobre dicha resistencia. Al estar Ry y Ry en paralelo se
cumplird que Vg, = Vg, = Vg, . Por tanto, el procedimiento mas sencillo en este caso
es hallar la caida de tension a partir de la resistencia equivalente:

= VReq = ]Req'

1 1\ ! R\R
R || R = Req:( ) —

— 4+ — -
Rl R2 R1—|—R2

Conocido el valor de Vg, es directo obtener el valor de la corriente que pasa por Ry:

VR2 _ VReq o [Req -7 R1R2 Rl

I = = — .
"Ry Ry Ry Ry(Ri+ Ry)  Ri+ Ry

En un divisor de corriente, la corriente que circula por Ry es

Ry

Ih=1———.
2 Ri+ Ry

Cuestion 5.12 — Puente de Wheatstone. a) Determine el valor de Vg en el
circuito de la figura.

b) Demuestre que si V4 = Vg se cumple RyR3 = RiRy.

c) Calcule Vyp a 100°C cuando R, estd hecha de Salasium, un material cuya
resistencia varia con la temperatura. Para ello utilice que el Salasium tiene una
resistencia conocida de 100 €2 a 0°C y un coeficiente de temperatura o = 0.004°C™ 1.

Datos apartado ¢:' V =10V, Ry = Ry =1 kK2, Ry = 100 Q

a) En el puente de Wheatstone observamos dos divisores de tension. Uno formado
por las resistencias Ry y R3, y el otro formado por Ry y R4. De esta forma, el calculo
de V4 y Vg es directo aplicando la expresion del divisor de tension:
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Rg R4

Vi=V—o—=—. Ve=V—-—"-—.
A Ry + Rs B Ry + R,

Por tanto, el valor Vg es:

Vw:wrw@:v< s s >.

Ri+Rs Ry+ Ry

b) Se dice que cuando V4 = Vg el puente esta en equilibrio. Bajo esta condicion se
cumple que:

R3 Ry

Vi=Vs = V —V
AT Ry + Rs Ry + Ry

= Rg(RQ + R4) = R4(R1 + Rg) =

= R2R3 + R3R4 = RiRs+ R3R4 = R2R3 =RRy,. O

c¢) Segin nos indica el enunciado, en el puente de Wheatstone si incluye en R, una
resistencia variable con la temperatura. Para ello, determinar el valor de V5, primero
debemos calcular el valor de la resistencia de Salasium a 100°C. Para ello emplearemos
la ecuacion (4.6):

R(T = 100°C) = R(T = 0°C)(14+a(T—T,)) = 100 ©(1+0.004°C~}(100°C)) = 140 €.

Y, por tanto, a la salida del puente de Wheatstone hay una tension:

Ry Ry 100 140
Vap =V - —10V - = —0.32V.
AP (}ﬁ-+l@ .R2+aR4) (10004—100 10004—140)

El puente de Wheatstone genera a la salida una tension

R3 n Ry >
R + Rj Ro+ Ry /)

VAB:V<

Cuando el puente esté en equilibrio (V4 = Vp) se cumple que RyR3 = R1Ry.

Si se sustituye la R4 por una resistencia variable, el potencial a la salida sera

Vagp = —0.32V.
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Cuestion 5.13 — Equivalentes Thévenin y Norton. En el circuito de la figura,
determine los equivalentes a) Thévenin y b) Norton entre los extremos A y B.

Solucion:

a) Sabemos que el equivalente Thévenin del circuito se calcula mediante una fuente
de tension, Vi, conectada en serie con una resistencia, Ryp,.

Fuente de tension Thévenin

Para calcular la tension de Thévenin, Vi, calculamos la caida de tensién entre los
extremos Ay B, Vap, cuando entre ellos se establece un circuito abierto.

Resistencia Thévenin

Para ello tengamos en cuenta que al estar el
circuito abierto la corriente que atraviesa a
R3 es nula. Por tanto, V45 coincidira con la
caida de tension existente en Ry que se puede
obtener facilmente si nos damos cuenta que
en este caso tenemos un divisor de tension:

_ R,
Vi =Vag E° Ve =V—2
Th AB Ro Rl —|—R2

Para calcular la resistencia de Thévenin, Ry, calculamos la resistencia equivalente
entre los extremos A y B, cuando entre ellos se establece un circuito abierto.

Para ello tengamos en cuenta que tenemos
una asociacion de resistencias en la que Ry y
R estan en paralelo. A su vez, ambas estéan
en serie con Rj:

1 1\ RiR,
Rrp=—+— +R3=——+R
Th <R1 R2) ° Ry + Ry ’

b) Sabemos que el equivalente Norton del circuito se calcula mediante una fuente de
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corriente, Iy, conectada en paralelo con una resistencia, Iy.
Fuente de corriente Norton

Para calcular la corriente de Norton, I, calculamos la corriente que circula entre los
extremos A y B, cuando entre ellos se establece un cortocircuito. Para ello tengamos
en cuenta que la corriente que circula entre A y B es la misma que atraviesa a Rs.
Por tanto, podemos calcular esta corriente a partir de la ley de Ohm en R3.

Para ello, antes necesitamos conocer la caida
de potencial en Rj3 o, equivalente, en Rs, ya
que al estar ambas resistencias en paralelo se
cumple que Vg,, = Vg, = Vi,. Calculamos,
por tanto, la resistencia equivalente, Roj3:

RyR3
Ryy=|5——% ).
# (RQ + R3)

Y a partir del circuito equivalente, observamos
que Vg,, se puede calcular como un divisor
de tension:

Ros Ros RyRs

Via.=V = )
fias Ry + Ros Ry + Ros Ry + R3

Dado que Vg,, = Vg,, aplicando ley de Ohm, podemos obtener el valor de la corriente
Norton, [y:

_ VR, v Ros Ry
R3 R1+Rgg R2+R3'

Resistencia Norton

Para calcular la resistencia de Norton, Ry, calculamos la resistencia equivalente entre
los extremos A y B, cuando entre ellos se establece un circuito abierto.

Para ello tengamos en cuenta que tenemos
una asociacion de resistencias en la que R; y
Ry estan en paralelo. A su vez, ambas estan
en serie con Rj:

1 1\7! Ri Ry
By=|—5+—5) +Rs=——>+R
N (Rl Rz) ’ Ry + Ry °
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Equivalente Thévenin del circuito

Vi = V2
Th Ri 4+ Ry

R1 Ry

= R LRy
R+ Ry s

Equivalente Norton del circuito

Ro3 Ry

In=V ,
N Ry + Roz Ry + R3

R1Ry

Ry = %2
N T R+ Ry

+ R3.

Cuestion 5.14 — Amplificador de tension. El circuito de la figura muestra el
modelo equivalente de un amplificador de tension. Este tipo de circuito devuelve en
la resistencia de carga, Ry, una tension amplificada respecto de la que se presenta

en la fuente, V. Determine el valor del voltaje en la resistencia de carga, V,, en
funcion de Vi, Ry, R;, R, y Ry.

Solucion:

En el modelo equivalente de un amplificador de tensién observamos que existen dos
divisores de tension. Uno en la entrada en las resistencias R; y R;, y otro en la salida
en las resistencias R, y Ry. Por tanto, para calcular el voltaje en Ry tenemos que
aplicar dos veces la expresion hallada en la cuestion 5.10 para un divisor de tension:
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En la entrada tendremos que la tension en la resistencia R; es:

R;

Vi=Vig— .
Rs + R;

Usando esta relaciéon, podemos calcular el valor de la tension en la resistencia de carga,
RLZ

R R; R
Vo= KVt = KV, S
R, + Ry, R+ R, R,+ Ry
La tension en la resistencia de carga, Ry, es:
R; Ry
V, =KV .
Rs+ R; R, + Ry,

Cuestion 5.15 — Amplificador de corriente. El circuito de la figura muestra el
modelo equivalente de un amplificador de corriente. Este tipo de circuito devuelve
en la resistencia de carga, R, una corriente amplificada respecto de la que se
presenta en la fuente, [;. Determine el valor de la corriente en la resistencia de
carga, I,, en funcion de I;, R, R;, R, y Rp.

Solucion:

En el modelo equivalente de un amplificador de corriente observamos que existe un
divisor de corriente en la salida en las resistencias R, y Ry. En la entrada tenemos dos
resistencias en serie, Ry y R;. Por tanto, para calcular la corriente en R; aplicamos
ley de Ohm en la entrada y la expresion hallada en la cuestion 5.11 para un divisor
de corriente:

En la entrada, la corriente en la resistencia R; es:

Vs
[ =—"
R, + R
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Usando esta relacion, podemos calcular el valor de la corriente en la resistencia de
carga, Ry:

RL ‘/:9 RL
I,=KI,—2%* —-K .
R,+Ry  R.+R;R,+ Ry

La corriente en la resistencia de carga, Ry, es:

K Vs Ry,
U Ry+R;Ry,+ RL’

Io
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5.8 Problemas

Componentes activos de un circuito

Problema 5.1 — Fuente de tension. Suponga un circuito eléctrico en el que se
tiene una fuente de tension de 2 V conectada a una resistencia de 4 €2. Calcule la
corriente eléctrica que circula por el circuito.

Solucion:

La corriente eléctrica que circula por el circuito puede obtenerse aplicando la ley de
Ohm, ecuacion (4.3):

2
=-=05A.

I e
4

=<

La corriente que circula por el circuito que tiene una fuente de tensiéon de 2 V' y
una resistencia de 4  es 0.5 A.

Problema 5.2 Calcule la corriente que circula por el circuito de la figura.

Solucion:

Podemos considerar las tres fuentes de tension asociadas en serie como una tinica
fuente de valor la suma de todas ellas:

V=5V+10V+15V=30V.

Por tanto, la corriente eléctrica que circula por el circuito puede obtenerse aplicando
la ley de Ohm, ecuacion (4.3):

V30
Z =2 _3A
R-10 °
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La corriente que circula por el circuito es 3 A.

Problema 5.3 — Fuente de corriente. En el circuito de la figura, determine la
caida de potencial en la fuente de corriente y el valor de las corrientes I e Is.

Solucion:
La resistencia y la fuente de tension estan co-
nectados por conductores ideales. Por tanto, se
encuentra ante la misma caida de potencial,
VR =V =9V, por lo que podemos calcular
la corriente que atraviesa a la resistencia, I,
aplicando la ley de Ohm:
VR 9

I — Z —3A.
'R 3

De igual manera, la fuente de corriente esta conectada a la resistencia y a la fuente de
tension mediante conductores ideales. Por tanto, la fuente de tensiéon tiene la misma
caida de potencial entre sus extremos:

Vo=V =9V.

Para determinar el valor de la corriente /5 aplicamos el principio de conservacion de la
carga, segun el cual la carga no se acumula en ningin punto del circuito. Es decir, la
carga que entra por un nudo o punto del circuito tiene que ser igual a la que sale de él.
Si nos centramos en el nudo N, vemos que hay dos corrientes salientes, I; e I3, y una
corriente entrante, 5 A. Aplicando conservacion de la carga en el nudo IV se obtiene:

_[1+12:5A = _[2:5A_11:5A_3A:2A

‘ La caida de potencial en la fuente de corriente es 9 V.

Las corrientes en la resistencia y en la fuente de tensién son 3 A 'y 2 A,
respectivamente.



5.8 Problemas 107

Componentes pasivos de un circuito. Resistencias

Problema 5.4 — Asociacion de resistencias. En el circuito de la figura, determine:

a) La resistencia equivalente.

b) La corriente que circula por cada una
de las resistencias.

c¢) La potencia disipada en cada una de
las resistencias.

Datos: V=6V, Ry =20, Ro=3Q y R3 =6

Solucion:

Nota: La representacion del circuito es una manera alternativa de presentar una fuente
de tension de valor V.

a) Circuito equivalente: Ry, Ry y R3 estan bajo la misma caida de potencial. Por tanto,
las tres resistencias estan en paralelo y podemos calcular su resistencia equivalente,
Ria3.

1 1 1\ ! 1 1 1\
Rips=|—4+—+—) =(=+24+2 0O=19.
123 <R1+R2+R3> (2+3+6)

b) Al estar las tres resistencias en paralelo, la caida de potencial en ellas es igual.
Coincide que la caida de potencias en cada resistencia es igual a la de la fuente de
tension: V = Vi, = Vg, = Vr, = 5 V. Para hallar la corriente que pasa por cada
resistencia, aplicamos ley de Ohm.

Vi, 6V

In = — - _3A.
TR 20 3
Ve, 6V
Ip =22 21 _9A

N )

Ve, 6V
Ip =28 21 1A
N

c) Conocidos los valores de corriente, tension y resistencia el calculo de la potencia
disipada en cada resistor es directo.
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Pp, = VI, =6V3A=18W.
Pp, = Vi, Ip, =6V2A =12W.

Tenemos un circuito con tres resistencias en paralelo cuya resistencia equivalente
es 1 Q.

Las corrientes que circula por las resistencias Ry, Roy R3son 3 A, 2 Ay 1A,
respectivamente. Igualmente, las potencias que se disipan en dichas resistencias
son 18 W, 12 W y 1 W/ respectivamente.

Anadlisis de circuitos eléctricos

Problema 5.5 — Andlisis del circuito. En el circuito de la figura, determine:

a) La resistencia equivalente.

b) La corriente que circula por
cada una de las resistencias.

c) La potencia disipada en cada
una de las resistencias.

Datos: V=4V, Ry =2Q, Ry =

Solucion:

a)

Circuito equivalente 1:

En el circuito de la figura R, y R3 estan
bajo la misma caida de potencial. Por tan-
to, ambas resistencias estan en paralelo y
podemos calcular el circuito equivalente
de la izquierda con resistencia equivalente,

R23 .

1 1\ RoRs
Rp=—+—) =—25 =920.
23 (RQ Rg) Ry + Rs
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Circuito equivalente 2:

Observamos ahora que Ry y Raz tienen la misma co-
rriente. Por tanto, ambas resistencias estan en serie y
podemos calcular el circuito equivalente de la izquierda
con resistencia equivalente, Rjo3 :

b) Ry y Ras estan en serie. Por tanto, la corriente por ellas y por su resistencia
equivalente, Rio3, es la misma. Podemos obtener esta corriente aplicando la ley de
Ohm sobre el circuito equivalente 2:

% 4V
= =—=1A.
Rip3 40

I

Ry y R3 estan en paralelo, por tanto, estan bajo la misma caida de potencial. Utili-
zaremos esta propiedad para determinar la corriente que las atraviesa. La caida de
potencial de ambas resistencias,Vg, = Vg,, puede obtenerse aplicando la segunda ley
de Kirchhoff sobre el circuito original:

2RK:V—VRl—VRQZO = VR2:V—VRl:V—]1R1:4V—1AQQ:2V.

Conocidas la caida de potencial existente en Ry v en Rj3, determinamos las corrientes
que las atraviesan mediante la ley de Ohm:

Vi, 2V Vi, 2V
L,=-22_Z21 _gA L= 21 _q9p
"R, 30 64, TRy 60 ’

c) Conocidos los valores de corriente, tension y resistencia el calculo de la potencia
disipada en cada resistor es directo.

Pp, =VgIn =2VIA=2W.

Pr, = Vp,Ir, =2V6A =12W.

Py = Vg, Ip, =2V12A =24 W.
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Tenemos un circuito con dos resistencias en paralelo y otra en serie cuya
resistencia equivalente total es 4 €.

Las corrientes que circula por las resistencias R1, Roy Rgson 1 A; 6 Ay 12 A,
respectivamente. Igualmente, las potencias que se disipan en dichas resistencias
son 2 W, 12 W y 24 W/ respectivamente.

Problema 5.6 — Corrientes de rama. Calcule las corrientes de rama del circuito
de la figura. Datos: Vi =10 V, Vo =5V, Ri =2 Q y Ry =5 ().

Solucion:

Este problema empez6 a resolverse en la cuestion 5.7. En ella vimos que este circuito
tiene tres ramas, por tanto, tendremos tres corrientes de rama y necesitaremos tres
ecuaciones para hallarlas que podemos obtener a partir de las reglas de Kirchhoff.

1) En el circuito tenemos:
= 2 Nudos: By FE.
» 3 Ramas: EFAB, BE y BCDE.
= 3 Mallas:
e a: ABEFA,
e b: BCDEB,
e c: ACDFA.

2) Tenemos tres ramas y, por tanto, tres corrientes de rama cuyo sentido establecemos
de manera arbitraria como se muestra en la figura.

3) Reglas de Kirchhoff para establecer tres ecuaciones linealmente independientes:

1RK.B: Iz + ]3 = Il, (1)
2RK.a: ‘/1 = [1R1 (2)
2RK.b: —‘/2 + IQRQ + IlRl = 0. (3)
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Los valores de las corrientes I; e I5 los obtenemos directamente de las ecuaciones (2)
y (3) respectivamente:

 V—LRi @Va—-Vi 5V—-10V
N R, Ry 50 N

I 1A,

Y, el valor de I3 se calcula a partir de la expresion (1):

L=L-1 = ]3:5A—(—1A):6A

4) Las corrientes I; e I3 tienen direcciones correctas. La corriente I, es negativa y,
por tanto, fluird en el sentido contrario al establecido al principio del problema.

Las corrientes de rama del circuito son [y =5 A, Io =1 A e I3 =6 A. Hay
que tener en cuenta que Is fluye en el sentido contrario al elegido al resolver el
ejercicio.

Problema 5.7 — Corrientes en el circuito. Calcule las corrientes que pasan por las
resistencias Ry, Ry y R3 en el circuito de la figura. Datos: Vi =12 V, V5, =6 V,
V=3V, Ri=3k2 R, =2k2y Rz =1k.

Circuito equivalente:
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Observamos que Ry y R3 tienen el mismo po-
tencial, Vz, = Vg,. Se encuentran, por tanto,
en paralelo y su resistencia equivalente es:

1 1\*! 2
=(Z4+= kQ = = kO.
Ras (2+1> 3

A continuacién, para calcular las corrientes, aplicamos las reglas de Kirchhoff:

1) En el circuito equivalente tenemos:
= 2 Nudos: By E.
» 3 Ramas: EFAB, BE 'y BCDE.
= 3 Mallas:
o a: ABEFA,
e b: BCDEB,
e c: ACDFA.

2) Tenemos tres ramas y, por tanto, tres corrientes de rama cuyo sentido establecemos
de manera arbitraria como se muestra en la figura.

3) En este caso, si prestamos atencion solo nos hacen falta dos ecuaciones para obtener
las corrientes que se piden en el problema:

V1+V3_12V+3V_5mA
R, 3k '

2RK.a: Vi =1 Ry +V5=0 = I =

Vo+ Vs 6V43V 27

2RK.b: — Vo + I53Ros — Vo =0 = I[o3= = =
9 + lozfiog 3 23 s ng 5

mA.

Para hallar las corrientes que pasan por las resistencias Ry y F3, obtenemos primero,
a partir de las 2RK en la malla b, la caida de potencial en la resistencia equivalente,
Ros.

~Vo+ Vs —=Vz=0 = Vaa=VW+Vy=06v+3v=9V.

Al estar Ry y R3 en paralelo se cumple que Vog = Vi, = Vi, = 9V y podremos
calcular la corriente que pasa por ellas a partir de la ley de Ohm.
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Ve, 9V

_ R TV s A

2T R, 2KQO ma,
Ve, 9V

L= 2V _gmA

3T R 1RO

4) Todas las corrientes calculadas tienen direcciones correctas.

Las corrientes que pasan por las resistencias Ry, Ro y Rs del circuito son I} =5
mA, I = 4.5 mA e I3 = 9 mA, respectivamente.

En este ejercicio se ha utilizado que % = 1(1)3\/9 =10"3 A = 1 mA.

Problema 5.8 — Andlisis del circuito. Calcule la corriente que atraviesa la resisten-

cia Rs, la diferencia de potencial entre a y b y la potencia consumida por R; en el
circuito de la figura. Datos: V =25V, Ry =4Q, Ry =2Qy R3 = Ry = Ry = 3 (L.

Lo primero que observamos en este circuito es que existen varias asociaciones entre
resistencias que se pueden realizar para abordar el analisis del circuito de manera més
sencilla.

Circuito equivalente:

(1)
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Observamos que R, y Rs tienen la mis-
ma corriente, I5, y se encuentran, por
tanto, en serie. Su resistencia equivalen-
te, Rys, es:

Ris =30Q+30Q=30.

(1D)

La corriente que pasa por la resistencia equivalente,
Rys5, seguiré siendo I5 y se podra calcular facilmente
aplicando ley de Ohm. Para ello, antes necesitamos
conocer el valor de V.

Para calcular V,;,, tenemos en cuenta Ry, R3 v Rys
estan bajo esta caida de potencial, y por tanto, se
encuentran en paralelo. Su resistencia equivalente,
R25, es:

1 1 1\!
S 0O=10.
Ras (2+3+6)

La caida de potencial es la misma en las resistencias en paralelo y en su equivalente,
Ve, = Vi = Vi = VR, = Va, ¥ se puede calcular si determinamos el valor de la
corriente, I, que pasa por la resistencia equivalente Ros.

(I11)

Para determinar el valor de I, observamos que las
resistencias Ry y Ro5 estan bajo esta corriente vy,
por tanto, en serie. Su resistencia equivalente, Ry,
es:

Ry=4Q0+1Q=50.

Aplicando ley de Ohm en (III) sobre R,,, podemos hallar el valor de I.

El valor de V,; lo podemos obtener aplicando ley de Ohm sobre la resistencia equivalente

Ros.
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Vab=1IRoy3=5A10Q=5V.

Conocido V,; podemos calcular el valor de la corriente en Rj.

_VR5_V;1b_ﬂ_§A
"Rz Ry 6Q 6

I5
Y la potencia consumida por R; la calculamos a partir de la corriente I.

Pr, =I*R; = (5A)?4Q =100 W.

La corriente que pasa por la resistencia R5 es 5/6 A, la diferencia de potencial
entre a y b es 5V y la potencia consumida por R; es 100 W.

Problema 5.9 — Fuentes de tension reales. Suponga que la bateria de un smartpho-
ne tiene un voltaje nominal de V' =5 V con una resistencia interna de » = 0.05 €.

a) Encuentre el valor del voltaje entre los bornes de la bateria y la corriente que
circula por el circuito cuando la bateria se conecta con el smartphone que se modela
como una resistencia de R = 10 Q.

b) Calcule la potencia entregada por la bateria al smartphone. ;Qué potencia se
disipa en la resistencia interna de la bateria?

c¢) Con el paso del tiempo, la resistencia interna de la bateria aumenta llegando
r" = 3 Q al final de su vida util. Calcule la potencia entregada por la bateria al
smartphone y la que se disipa en la resistencia interna en este caso.

Solucion:

a) Suponemos un circuito de la figura en el que tenemos una fuente de tension V'
conectada en serie a dos resistencias, Ry r. Los puntos A y B indican los bornes de
la baterfa, de manera que la caida de tension Vg indica el voltaje que suministra la
fuente real al dispositivo.
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Podemos calcular la corriente existente en el circuito
aplicando la ley de Ohm:

v 5V
" R+r 10Q+0.059

I = 0.498 A = 498 mA.

El voltaje existente entre los bornes serd Vyp:

Vap=V —Ir=IR=5V —0.498A0.05 2 =498 V.

b) La potencia entregada por la bateria al smartphone puede calcularse como:

Pr=VI=1"R= (0498 A)*10 Q2 =2.5W.

La potencia disipada en la resistencia interna de la fuente puede calcularse como:

P, =VI=1%= (0498 A)*0.05 Q2 = 0.012 W = 12 mW.

c) Si la resistencia interna aumenta de valor tendremos una nueva corriente circulando
por el circuito:

V 5V

Rir 100 3n osoA=38m

I/

Esto provoca que el voltaje que sale de la bateria sea:

Vap=V —Ir=1IR=5V —-038A30Q=3.85V.

La potencia entregada por la bateria al smartphone es:

Pr=VI=T"R=(0.385A)’10Q =1.5W.

La potencia disipada en la resistencia interna de la fuente puede calcularse como:

P.=VI =TI =(0.385A)%0.05 Q = 0.445 W = 445 mW.

@ Cuando la bateria aporta un voltaje de 4.98 V y la corriente que circula por el

circuito es 498 mA. En estas condiciones, la bateria entrega 2.5 W al smartphone,
quedéndose 12 mW en la fuente. Cuando la bateria esta al final de su vida til,
la corriente en el circuito baja a 385 mA, por lo que el voltaje que sale de la
bateria es 3.85 V. En esta situacion, la bateria entrega 1.5 W al smartphone,
quedéndose 445 mW en la fuente.
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Problema 5.10 — jTrata de arrancarlo Carlos!. Para recargar una bateria de coche
con poca energia, se conecta a otra bateria en buen estado utilizando cables de
arranque. a) A qué terminal de la bateria descargada debemos conectar el polo
positivo de la bateria cargada? b) Calcule la corriente de carga, para ello suponga
que la bateria en buen estado tiene una fuerza electromotriz (fem) de 12.6 V, la
bateria descargada 11.5 V y la resistencia de los cables es 0.005 §2.

Para saber a qué terminal de la bateria cargada conectamos la bateria descargada,
aplicamos segunda regla de Kirchhoff en las siguientes opciones para determinar la
corriente que circularia por los cables de arranque en cada caso. Para ello consideremos
que Bl es la bateria cargada con V; = 12.6 V, B2 es la bateria descargada con
Vi = 11.5V, y que los cables de carga no son conductores ideales y presentan una
resistencia R = 0.005 €.

(I) Conectamos terminal positivo de B1 con positivo de B2 y negativo de B1 con
negativo de B2:

2RK a:V] —2IR—V, =0 =

V- Vi 126V —115V

= =110 A.
2R 20.005 Q2 0

=7

(IT) Conectamos terminal positivo de B1 con el negativo de B2 y el negativo de B1
con negativo de B2:

2RK a:V] —2IR+ Vo =0 =

Vet Vi 126V 4115V

I —
= oR 5 0.005 O

= 2410 A.

Para no tener una corriente de carga excesivamente alta, debemos conectar
el terminal positivo de B1 con el positivo de B2, y el negativo de B1 con el
negativo de B2. En esta situacion, la corriente de carga es 110 A.
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Problema 5.11 — Thévenin y Norton. Dado el siguiente circuito, determina el
circuito equivalente de Thévenin y Norton vistos desde los terminales A-B.

Datos: V =24 V, R1:6QR2:39, R3:GQ

Solucion:

a) Sabemos que el equivalente Thévenin del circuito se calcula mediante una fuente
de tension, Vry, conectada en serie con una resistencia, Ryy,.

Fuente de tension Thévenin

Para calcular la tension de Thévenin, Vpy,, calculamos la caida de tension entre los
extremos Ay B, Vapg, cuando entre ellos se establece un circuito abierto.

Para ello tengamos en cuenta que la caida
de tension Thévenin es la misma que la que
tenemos en Ry y R3, ya que estan en paralelo:

RyR3 3060

Ry+ Ry 3Q+460Q

Ros

Una vez calculada la resistencia equivalente nos damos cuenta de que existe un divisor
de tension en las resistencias Ry y Ra3 que nos proporciona directamente el resultado

de VThZ

2Q

6Q+QQ:6V

R23
Vi = Vi o4V
Th Ry + Ros

Resistencia Thévenin

Para calcular la resistencia de Thévenin, Ry, calculamos la resistencia equivalente
entre los extremos A y B, cuando entre ellos se establece un circuito abierto. Ademas,
debemos anular la fuentes, por tanto, la fuente de tension pasara a ser un cortocircuito
y la fuente de corriente un circuito abierto.
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En esta situacion observamos que R; Ry v R
estdn bajo la misma caida de potencial y, por
tanto, estan en paralelo.

b) Sabemos que el equivalente Norton del circuito se calcula mediante una fuente de
corriente, Iy, conectada en paralelo con una resistencia, Iy.

Fuente de corriente Norton

Para calcular la corriente de Norton, [y, calculamos la corriente que circula entre los
extremos A y B, cuando entre ellos se establece un cortocircuito.

En este caso observamos que la corrien-
te al salir de R; seguira el camino de
menor resistencia y, por tanto, seguira
su camino por el cortocircuito obvian-
do las resistencias Ry y R3. Es por este
motivo que la corriente Norton coincide
con la corriente que atraviesa a Ri:

Vo 24V

Iy=—=""—6V.
NTRU6Q

Resistencia Norton

La resistencia de Norton se calcula de igual manera que la resistencia de Thévenin,
hallada anteriormente:

=
=2

I
DO | o
2
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Equivalente Thévenin Equivalente Norton

N W

V=6V, Rrp, =

DO o

Q0. Iy =4A, Ry =

Problema 5.12 — Thévenin y Norton con fuente de corriente. Dado el siguiente
circuito, determina los circuitos equivalente de Thévenin y Norton vistos desde los
terminales A-B.

Datos: V=10V, =1 Ay R = Ry =24

Solucion:

a) Sabemos que el equivalente Thévenin del circuito se calcula mediante una fuente
de tension, Vi, conectada en serie con una resistencia, Ryp,.

Fuente de tension Thévenin

Para calcular la tension de Thévenin, Vpy,, calculamos la caida de tension entre los
extremos Ay B, Vapg, cuando entre ellos se establece un circuito abierto.
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Para ello tengamos en cuenta que la fuente de
corriente y la resistencia R, estan en paralelo
y que su caida de potencial es V7y,. Aplicando
ley de Ohm sobre R, se tendré que:

VTh

Vi =1LRy, = Iy =—.
Th = l2liz 2= 7,

Para hallar la tension de Thévenin aplicamos reglas de Kirchhoff:

Vrn Vrn

IRKN: L+ =1, =— = IIZ——I,

RQ RQ

Virn

QRKaSV—]lRl—VThZO = V—<FR1_]R1>_VTh:0 =
2

R
= VTh(—l—{—l

Ry

Resistencia Thévenin

):V+[R1 = V=

V4+IR, , 10V+1A20Q

_ 20 =6V.
R+ Ry 20 +20

Para calcular la resistencia de Thévenin, Ry, calculamos la resistencia equivalente
entre los extremos A y B, cuando entre ellos se establece un circuito abierto. Ademas,
debemos anular la fuentes, por tanto, la fuente de tensiéon pasara a ser un cortocircuito
y la fuente de corriente un circuito abierto.

En esta situacion vemos que R; y Ry estan
bajo la misma caida de potencial y, por tanto,
estan en paralelo.

Ri Ry _ 10

R _ ————
™ R+ R,

b) Sabemos que el equivalente Norton del circuito se calcula mediante una fuente de
corriente, Iy, conectada en paralelo con una resistencia, Iy.

Fuente de corriente Norton

Para calcular la corriente de Norton, Iy, calculamos la corriente que circula entre los
extremos A y B, cuando entre ellos se establece un cortocircuito.
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Para ello tengamos en cuenta que al
colocar un cortocircuito entre A y B,
la corriente seguiré el camino de menos
resistencia al salir de R; y, por tanto,
se hara nula la corriente que atraviesa

a RQ.

Para hallar la corriente de Norton aplicamos reglas de Kirchhoft:

v
2RKa: V=LR, = I = R—,
1
V 10V
IRKM: In=6L+1I=—+1=——+1A=06A.
N 1+ R1+ 50 6

Resistencia Norton

La resistencia de Norton se calcula de igual manera que la resistencia de Thévenin,
hallada anteriormente:

Ry=1Q.

Equivalente Thévenin Equivalente Norton

Vin =6V,  Rpn=1Q. INn=6A, Ry=10Q.

Revisar apuntes en Docencia Material Extra Apuntes Variados Tema5UCO.pdf para
inspirar mas problemas

Revisar libros Tipler, Serway y Tienda-Luna para inspirar mas problemas
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[6. Condensadores
6.1 Capacidad

Un condensador es un dispositivo formado por dos conductores separados mediante
un dieléctrico (un aislante). Este dispositivo se caracteriza por almacenar energia a
partir del campo eléctrico que surge de la acumulacién de carga que se produce en
cada uno de los conductores cuando sobre ellos se aplica una diferencia de potencial.
Por tanto, en un condensador el campo eléctrico entre conductores es proporcional
a la acumulacion de carga. De igual manera, la carga esta directamente relacionada
con la diferencia de potencial existente entre los conductores por lo que se puede
demostrar la siguiente relacion:

Q=CV, (6.1)

donde C' es una constante de proporcionalidad positiva conocida como capacidad
que se define como la relacion existente entre la carga eléctrica almacenada y la
diferencia de potencial aplicado. Fisicamente se interpreta como la habilidad que
tiene un condensador para almacenar carga en funcion del voltaje aplicado y su
magnitud depende de la forma, dimensiones y materiales del condensador. La unidad

de capacidad en el SI es el culombio partido voltio, C/V, que recibe el nombre de
faradio, F.

Condensador de placas paralelas

Uno de los condensadores mas comunes es el de placas paralelas. Este condensador
consiste en dos conductores planos y paralelos con area A separados por un material



126 Capitulo 6. Condensadores

dieléctrico una distancia d. Si las dimensiones de los conductores son mucho mayores
que la separaciéon entre ambos, la capacidad de este tipo de condensadores es

goA

C:
Hd,

(6.2)

donde k es la constante dieléctrica del material aislante entre conductores. Para el
caso del aire esta constante vale k = 1.00059 ~ 1.

Condensador cilindrico

La capacidad de un condensador que esté formado por un pequeno conductor cilindrico
de radio a envuelto en una corteza cilindrica de espesor despreciable y radio b > a es

o 27T80l

C="5 (6.3)

Como vemos en las ecuaciones (6.2) y (6.2), la capacidad depende de las
dimensiones y la forma del condensador. Es una propiedad intrinseca del tipo
de condensador.

6.2 Energia almacenada en un condensador

La energia almacenada en un condensador con carga () bajo una diferencia de potencial
V es

1 1Q* 1, ,
B e . 4
U 2QV 50 ch (6.4)
6.3 Asociaciones de condensadores

Condensadores en paralelo

Dos o mas condensadores estan en paralelo si entre sus extremos se establece la
misma caida de potencial. En esta situacion, podemos afirmar que en una asociacion
de n condensadores en paralelo, la capacidad equivalente es igual a la suma de las
capacidades individuales.

Ceg =) Ci. (6.5)
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Condensadores en serie

Dos o mas condensadores estan en serie si por ellos pasa la misma corriente. En
esta situacion, podemos afirmar que en una asociacion de n condensadores en serie, el
inverso de la capacidad equivalente es igual a la suma de los inversos de las capacidades
individuales.

n

Cl => Ci (6.6)

eq i

6.4 Circuito RC

Carga de un condensador

ity =7 10,
i(t) = Ie /7. (6.7)
a(t) = Qr (1 - 7). (68)

Donde Iy = V/R es la corriente inicial del circuito RC'y Qs = C'V es la carga final
del condensador. 7 es la constante de tiempo del circuito y cuantifica la rapidez con
la que se carga el condensador.

r = RC. (6.9)

@ 7 indica el tiempo en el cual el condensador ha alcanzado un 63 % de su carga
final.

Descarga de un condensador

i(t) = Tpe /7. (6.10)
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q(t) = QeI (6.11)

Donde Iy = Qo/RC' es la corriente inicial del circuito RC' y @y es la carga inicial del
condensador. 7 es la constante de tiempo del circuito y cuantifica la rapidez con la
que se descarga el condensador.

En este caso, 7 indica el tiempo tras el cual el condensador se ha descargado al
63 % de su carga inicial.
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6.5 Cuestiones

Capacidad

Cuestion 6.1 — Capacidad de un condensador. Se dispone de un condensador de
capacidad C' que almacena carga () bajo una diferencia de potencial V. ;Cambia
la carga y la capacidad del condensador si se duplica la diferencia de potencial en
el condensador?

Cambiar enunciado para que no sea igual que el actual. Triplicar carga o parecido.
Solucion:

Inicialmente, se tiene, segin la relacion (6.1, que @@ = C'V. Si se duplica la diferencia
de potencial, V' = 2V, se tendra

Q =CV' =20V = 2Q.

@ Si se duplica la diferencia de potencial, se duplica la carga que se acumula en el
condensador.

La capacidad es una propiedad que tinicamente depende de las dimensiones y
de los materiales del condensador. No influye en ella un cambio en la diferencia
de potencial y, por tanto, permanecera constante, C' = C.

Cuestion 6.2 — Capacidad de un condensador de placas paralelas. Obtenga la,
capacidad de un condensador de placas paralelas de area A que estan separadas una
distancia d y con aire entre ellas (kqie = 1). Nota: Suponga que las dimensiones de
las placas son mucho mayores que la distancia existente entre ellas.

Solucion:

Para obtener la capacidad de un condensador podemos hacer uso de la ecuacion (6.1),
donde vemos que, para calcular la capacidad, necesitamos previamente conocer la
carga almacenada en el condensador y el potencial existente.

Q

Q=CV = C:v.

Carga acumulada en el condensador:

Si suponemos que las dimensiones de las placas son mucho mayores que la distancia
existente entre ellas, podemos considerar cada placa del condensador como un plano
infinito.



130 Capitulo 6. Condensadores

Ademés, sabemos que en un condensador car-
gado, una placa queda con carga positiva, +@Q),
mientras que la otra queda con carga nega-
tiva, —@). De la cuestion 2.7 sabemos que la
magnitud del campo eléctrico generado en el
interior de dos placas cargadas con carga +@)
y —(Q es:
E=—.
€0
Teniendo en cuenta que estamos trabajando con planos cargados con densidad de

carga superficial o = %, podemos obtener el valor de la carga acumulada en funciéon
del campo eléctrico:

E=Z=-2 = Q=EFAsg
€0 AEO

Potencial en el condensador:

De la cuestiéon 3.6 sabemos que la diferencia de potencial cuando una particula se
desplaza una distancia d en un campo eléctrico uniforme es:

V = Ed.

Calculo de la capacidad de un condensador de placas paralelas:

Conocida la carga acumulada y el potencial del condensador, podemos calcular la
capacidad del condensador de placas paralelas:

_ @ _FAx _ds
V. Ed  d’

La capacidad de un condensador de placas paralelas que tiene en su interior
aire como dieléctrico es
. A€0

="

Cuestion 6.3 — Teclado ordenador. Los teclados antiguos de un ordenador funcio-
naban como condensadores de manera que una placa es movil y la otra fija, con aire
como dieléctrico entre ellas. Al presionar una tecla, el aislante de aire se comprime,
reduciendo la distancia entre las placas. ;Como afecta esto a la capacidad del
condensador?
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Solucion:

Podemos considerar los botones de un tecla-
do como pequenos condensadores de placas
paralelas. Al presionar la tecla, un conduc-
tor movil comprime el dieléctrico existente
entre las placas del condensador por lo que
se disminuye el espacio entre placas.

Como hemos visto en la cuestiéon 6.2, en un condensador de placas paralelas, la
capacidad es inversamente proporcional a la distancia entre placas. Por tanto, en
nuestra situacion, al presionar los botones del teclado disminuimos la distancia entre
conductores y la capacidad del condensaddor aumenta.

Cuestion 6.4 — Capacidad de un condensador cilindrico. Obtenga la capacidad
de un condensador cilindrico formado por un alambre conductor de radio a y carga
+(@ y una corteza esférica concéntrica al alambre de radio b > a y carga —(@). Nota:
Considere la longitud del cilindro mucho mayor que a y b.

Solucion:

Para obtener la capacidad del condensador cilindrico calculamos primero el campo
eléctrico producido en el espacio entre conductores. Para ello tendremos en cuenta
dos aspectos:

1. Si la longitud del condensador es mucho ma-
yor que a, podemos suponer el alambre como
un hilo infinito, cuyo campo eléctrico fue cal-
culado en la cuestion 2.4.

2. Por ley de Gauss, es directo ver que el campo
eléctrico entre conductores debido a la corteza
cilindrica es nulo.

Por tanto, el campo eléctrico en el espacio entre
conductores es debido tinicamente al alambre de
radio a.

E =2k—7 = 2k9f.
lr

= >

Conocido el campo eléctrico, podemos determinar la diferencia de potencial establecida
entre los conductores a partir de la ecuaciéon 3.3, donde tendremos en cuenta que
realizamos un desplazamiento paralelo al campo (dr = drr):
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b b b
AV:%—Va:—/E’dr:—/2]€9d7”:—% ﬁ:—%ln é :
" o Ir [ r l a

a

Y la caida de potencial en el condensador:

2 ec.(0. 2
vzva—vz,:—m/:ﬁln(é) @0 o_Q@___ L ___ 2l
[ a V Qk:ln(a) ln(a)

La capacidad de un condensador cilindrico formado por un alambre de radio a

y una corteza cilindrica concéntrica de radio b es

Cuestion 6.5 — Capacidad condensador esférico. Determine la capacidad de
un condensador esférico formado por un cascaréon esférico de radio b y carga —q
concéntrico a una esfera mas pequena de radio a y carga q.

Solucion:

Para obtener la capacidad del condensador esférico calculamos primero el campo
eléctrico producido en el espacio entre conductores. Para ello tendremos en cuenta
dos aspectos:

1. El campo eléctrico debido a la esfera de
radio a en el espacio entre conductores fue
calculado en la cuestion 2.5.

2. Por ley de Gauss, es directo ver que el
campo eléctrico entre conductores debido
a la corteza esférica es nulo.

Por tanto, el campo eléctrico en el espacio entre
conductores es debido tnicamente a la esfera de
radio a.

q .
E:kT—Q'f’

Conocido el campo eléctrico, podemos determinar la diferencia de potencial establecida
entre los conductores a partir de la ecuaciéon 3.3, donde tendremos en cuenta que
realizamos un desplazamiento paralelo al campo (dr = dr#):

’ b b 11
AVZVb—VaZ—/E.dr:—/ k-Ldr = —kq d_;‘:_kq<___).
a a T r

a
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Y la caida de potencial en el condensador:

11 b—
V=V,~ Vo= -AV=kq(=—>) = kg—"2
a b ab

ecégl) O —

= —— =4ng

Q ab ab
Vo k(b—a) b—a

La capacidad de un condensador cilindrico formado por un alambre de radio a
y una corteza cilindrica concéntrica de radio b es

ab

C=4
WEOb

Cuestion 6.6 — Asociacion de condensadores idénticos. Dispone de un grupo de
condensadores idénticos que conectados en paralelo tienen una capacidad equivalente
81 veces mayor que cuando se conectan en serie. jDe cuantos condensadores dispone?

Solucion:

Para resolver la cuestion, supongamos que tenemos N condensadores idénticos conec-
tados en paralelo. Su capacidad equivalente es:

N
C) = Zc = NC.

Supongamos ahora que esos N condensadores se conectan en serie. Su capacidad

equivalente es:
N -1 —1
1 1 C
= — =(N—= = —.
Cs (Z Ci) < C) N

Teniendo en cuenta que conectados en paralelo, tienen una capacidad equivalente
81 veces mayor que en serie, podemos determinar el nimero de condensadores que
tenemos en la asociacion:

C
Cj=81C, = NC=8l% = N?*=81 = N=09.

Disponemos de 9 condensadores idénticos.
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Energia almacenada en un condensador

Cuestion 6.7 — Maxima energia. En la practica de laboratorio dispone de tres
condensadores iguales y una bateria, ;como combinaria estos elementos para que
se almacene la maxima energia posible?

Copiado de relaciéon Clemente. Reescribir para editar libro

Solucion:

Sabemos que la energia almacenada en un condensador se calcula a partir de la
ecuacion (6.4), donde vemos que, para una caida de potencial fija, la energia es
directamente proporcional a la capacidad.

Por tanto, si queremos maximizar la energia, debemos buscar la combinaciéon de
condensadores que nos proporcione mayor valor de capacidad equivalente. Con tres
condensadores iguales, las combinaciones que podemos encontrar son las siguientes:

a) Todos los condensadores en paralelo:

C,=3C.

b) Todos los condensadores en serie:

1\ c
Cy=1|3= = —.
" ( O> 3
c) Dos condensadores en paralelo, en serie con el tercer condensador:
11\ ' 202 20
CC = _ —'— _— = — = —,
20 C 3C 3

d) Dos condensadores en serie, en paralelo con el tercer condensador:

1\! C
Cd—(Qa) —FC—E—FC—?.
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@ Se concluye que la combinacién que da un valor mayor de capacidad es cuando
los tres condensadores se combinan en paralelo, C, = 5. En este caso la energfa
almacenada serd méxima:

_ 1oy 3oy
Us = 5CaV? = SCV2.

Cuestion 6.8 — Energia almacenada al cambiar V. Si se triplica la diferencia de
potencial de un condensador, ;qué ocurre con la energia almacenada?

Copiado de relacion Clemente. Reescribir para editar libro
Solucion:

Supongamos que disponemos de un condensador de capacidad C' bajo una diferencia
de potencial V. Siguiendo la ecuacion (6.4), la energia almacenada por el condensador
en esta situacion es:

1
U=_-CV?
2

Si para el mismo condensador, triplicamos la diferencia de potencial a la que esta
sometido, V' = 3V, la energia almacenada pasara a ser:

1 1
U = 5(JV’2 = 5(1(31/)2 = 9U.

@ Si se triplica la diferencia de potencial de un condensador aumentamos la energia
almacenada en un factor nueve.

Cuestion 6.9 — Relacion corriente-voltaje en un condensador. a) Demuestre que
la relacion entre corriente y voltaje en un condensador es:

a) Demuestre que la relacion entre voltaje y corriente en un condensador es:

1 t
ot) = / idt.
to
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Solucion:

Supongamos que trabajamos con un condensador de capacidad C, bajo una diferencia
de potencial v(t) y por el que circula una corriente i(t). Tengamos ademas en cuenta
que en un condensador la carga acumulada es proporcional a la caida de potencial
que se aplica entre sus conductores, ecuacion (6.1):

q(t) = Co(t).

Para demostrar las relaciones corriente-voltaje y voltaje-corriente en un condensador,
haremos uso de la definicién de corriente dada en la ecuacion (4.1) y de la relacién
carga-diferencia de potencial dada en la ecuacion (6.1).

a) Relacion corriente-voltaje

(o) — at) e d(Co(t) _ dvlt)

dt dt dt

b) Relacion voltaje-corriente

i) ="0 = g =inar = /ttdq(t): /tti(t)dt N

t

= -t = [iOa = a0 =)+ [ o

to to

ecgl)

ee.(61) Cv(t):(jv(to)—i-/tz’(t)dt = o(t) :é/ti(t)dwrv(to).

to

‘@ Relacién corriente-voltaje para C': Relacién voltaje-corriente para C:
. do(t) 1 [t
t)y=C . _ - ;

i(t) o v(t) = ¢l i(t)dt + v(to).

Reordenar cuestiones y problemas en este tema

Cuestion 6.10 — Energia almacenada. Demuestre que la energia almacenada en
un condensador es U = %QV.
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Supongamos el proceso de carga de un condensador de capacidad C' que es capaz de
almacenar una carga total (). Para determinar la energia que almacena el condensador
recurriremos a las ecuaciones (3.4) y (6.1):

AU = Vdg “EY = %dq.

Integrando en ambos lados de la ecuacion:

Q 27@ 2
, ¢T |2, " 2¢C

Volviendo a utilizar la ecuacion (6.1):

C:

</

1
= U=.QV. O

Cuestion 6.11 — Energia alimacenada de condensadores. Determine la energia
almacenada en funciéon del campo eléctrico de:

a) Un condensador de placas paralelas.
b) Un condensador cilindrico.

c¢) Un condensador esférico.

Solucion:

Podemos calcular la energia almacenada de cada condensador haciendo uso de la
ecuacion (6.4):

_ @

U_QE'

Por tanto, para calcular la energia almacenada necesitamos conocer previamente la
carga () y la capacidad C.

a) Condensador de placas paralelas

1. La capacidad de un condensador de placas paralelas fue determinada en la
cuestion 6.2:
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2. La carga del condensador puede obtenerse a partir del campo eléctrico presente
en el espacio entre conductores. Este campo eléctrico se puede obtener a partir
de las cuestiones 2.5 y 6.2:

E= i = Q == EA€0
AEO

Por tanto, la energia almacenada es:

1Q*  1(BAg)? 1,
=-—— =-———— = —F%(Ad.
2C T2 gAd 27
b) Condensador cilindrico

1. La capacidad de un condensador cilindrico fue determinada en la cuestion 6.4:

. 27T80l
()
2. La carga del condensador puede obtenerse a partir del campo eléctrico presente

en el espacio entre conductores. Este campo eléctrico se puede obtener a partir
de las cuestiones 2.4 y 6.4:

C

L @

- 2mweg lr

= Q= 2megklr.

Por tanto, la energia almacenada es:

1Q* 1 (2meoElr)?
=50 —3 Zml

ln(g)

a

U = e B2r? In <Z> .

c) Condensador esférico

1. La capacidad de un condensador cilindrico fue determinada en la cuestion 6.5:

ab
b—a
2. La carga del condensador puede obtenerse a partir del campo eléctrico presente

en el espacio entre conductores. Este campo eléctrico se puede obtener a partir
de las cuestiones 2.5 y 6.5:

C = 471'80

1
E = Q = Q=d4dneoErt
4meg 12

Por tanto, la energia almacenada es:
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1Q*  1(4megEr?)? 1E2r4b —a

U

T2C 2 dmepd 2 ab

b—a

a) Condensador de placas paralelas:
Lo
U= §E 80Ad.
a) Condensador cilindrico:
U = neoB%rIn ().
a) Condensador esférico:

b—a

1
_ g2
v 2 " ab

Asociaciones de condensadores

Cuestion 6.12 — Condensadores en paralelo. Demuestre que la asociacién de dos
condensadores en paralelo es igual a una capacidad equivalente cuyo valor equivale
a la suma de las capacidades de ambos condensadores.

En una asociacion en paralelo, los condensa-
dores estan bajo la misma caida de potencial
y la carga en cada condensador es:

QCl = 01V7
QCQ = OQV

Teniendo esto en cuenta, la carga total en el
sistema sera la suma de las cargas de cada
condensador por separado:

Q:Q1+Q2201V+CQV:(01+CQ>V:Cqu = Ceq201+02. U



140 Capitulo 6. Condensadores

Cuestion 6.13 — Condensadores en serie. Demuestre que el inverso de la capaci-
dad equivalente de una asociacion de dos condensadores en serie es igual a la suma
de los inversos de las dos capacidades individuales.

En una asociacion en serie, los condensadores
estdn bajo la misma corriente eléctrica y, por
tanto, la carga en cada condensador es igual.
En este caso, la caida de potencial de los dos
condensadores por separado es:

La caida de potencial total de la asociacion es:

(;) (;) 1 1 C‘?
V=Vi—V~-=V4-V _I_‘/ —V-=V _|_‘/ = —— 4+ —=—=0Q| =4+ =) =
A C A B B C C1 Ca Ol Cg Cl 02 Ce

q

Por tanto, se concluye que:
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6.6 Problemas

Capacidad

Problema 6.1 — Condensador de placas paralelas. a) Calcule la capacidad de
un condensador de placas paralelas rectangular de lados a = 10 cm y b = 15¢m
separadas una distancia de 5 mm.

b) Calcule la carga que se acumula en este condensador cuando esta conectado a
una diferencia de potencial de 15 V.

Nota: Utilice aire como dieléctrico del condensador(Kaire = 1).

Solucion:

a) Dado que a y b son mucho mayores que d, podemos usar la aproximacion de plano
infinito. Por tanto, para calcular la capacidad del condensador de placas paralelas
usamos la ecuacion (6.2):

 e9A  gab  8.85-107'2 C*/Nm?10-102ml5-10%m

¢ d d 5-103m

=2.66-10""" F = 26.6 pF.

b) La carga que se acumula en el condensador se puede obtener a partir de la ecuacion
(6.1):

Q=CV=266-100"F15V=7.97-10"%C = 797 uuC.

La capacidad de un condensador de placas paralelas de dimensiones 10 x 15 cm?
separadas 5 mm por aire es C' = 26.6 pF.

Si este condensador se conecta a una diferencia de potencial de 15 V| se
acumularan en él 797 uC de carga.

Revisar problema y resultados

Problema 6.2 — Contador Geiger. En la deteccion de radiacién ionizante se utiliza
un dispositivo conocido como Contador Geiger. Este consiste en un tubo metélico
de didmetro 2 cm y un alambre delgado de 1 mm de radio coaxial con el tubo. El
espacio entre alambre y tubo esta relleno de un material de rigidez dieléctrica de
2-10% V/m. Determine la caida de potencial maxima que se puede aplicar entre el
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alambre y el tubo antes de que el material dieléctrico se ionice y se convierta en
conductor?

Solucion:

Para determinar la caida de potencial méxima en el condensador cilindrico de radio
externo b = 1 cm e interno @ = 1 mm podemos hacer uso de la ecuacion (6.1).

Q
=CV = V=—
@ C

Por tanto, necesitamos obtener el valor de ) en funciéon del campo eléctrico E y el
valor de la capacidad del condensador cilindrico:

1. La capacidad del condensador cilindrico puede obtenerse a partir de la ecuacion
(6.3):

. 27T€0l

S (3)

2. El campo eléctrico en el espacio entre conductores del condensador cilindrico
puede obtenerse a partir de las cuestiones 2.4 y 6.4:

Q_ Q

E=2k= =
rl 2meorl

C

= Q= E2megrl.

Teniendo en cuenta estos puntos, podemos determinar el valor de la caida de potencial
en el condensador cilindrico en funcién del valor del campo eléctrico:

V:%:M:Em(é),

2meol a

Y, teniendo en cuenta que buscamos la caida de potencial maxima, haremos uso de
que el campo eléctrico maximo para que no produzca la ruptura del dieléctrico es
2-10°V/m y de que el méaximo valor del potencial ocurre cuando 7 es maximo, es
decir, r,,.. = b. Por tanto, la caida de potencial maxima es:

1-102m

b 6 -2
Vmax = Pmaz"maz In (a) = 2-10 V/m 1-10 mln (110—3m

) = 4.6-10" V = 46 kV.

La caida de potencial maxima antes de que se alcance la ruptura dieléctrica es
46 kV.
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Problema 6.3 — Condensador de placas paralelas. Se tiene un condensador de
placas paralelas de capacidad C' = 4 uF y separacion entre placas d = 1.0 mm,
cargado a 10 V. Si este condensador es desconectado de la bateria, ;cudl seré su
carga almacenada si aumentamos la distancia entre placas a d = 2 mm? ;Cémo
serd la diferencia en la energia almacenada en el condensador en ambas situaciones?

Solucion:

a) El condensador plano se carga a 10 V, por lo que siguiendo la ecuacion (6.1) queda
con una carga de:

Q=CV =4uF 10V = 40 4C.

Tras desconectar el condensador de la bateria, este queda con una carga constante de
40 pC. Por tanto, aunque la distancia entre placas aumente, la carga no varia.

b) La energia almacenada en el condensador se puede calcular a partir de la ecuacion
(6.4):

_1QP 1040y

U_QC_Z 4 uF

= 200 pJ.

Ademés, de la ecuacion (6.2) sabemos que la capacidad de un condensador de placas
paralelas es:

g0A
c =
d
Por lo que, aumentar al doble la distancia entre placas del condensador (d' = 2d)
repercute en una capacidad que es la mitad de la original:

_50A_80A_€

C= T

Al duplicar la distancia entre conductores, la energia almacenada se duplica:

_1Q2_1Q2

@ Una vez desconectado el condensador, la carga no varfa y permanecera a 40 puC
aunque se aumente la distancia entre conductores. Al duplicar la distancia
entre conductores, la energia almacenada en el condensador se duplica también,

U’ = 400 pJ.
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Problema 6.4 — Condensador esférico. Se tiene un condensador esférico con
esferas conductoras interna de radio a = 1 cm y externa de radio b = 2 cm. Si
se desea triplicar la energia almacenada, manteniendo el mismo voltaje sobre el
condensador y sin variar el radio de la esfera interna, ;qué cambios debe realizarse
en la esfera externa?

Solucion:

La capacidad de un condensador esférico se obtuvo en la cuestiéon 6.5:

ab
C = 477'50 b_
La energia almacenada en dicho condensador se puede calcular a partir de la ecuacion
(6.4):
1 .o 1 ab
== = -4 .
U 5 cVv 5dmeo;— aV

Si triplicamos la distancia entre conductores del condensador (pasamos de d = 1.0 mm
a d = 2d = 2mm, la carga del condensador sera:

1 1 ab/ 1 ab
r_ tepe L 2 _ _ ot 2
U' = 2CV 247“%/—@‘/ 3U 3247rsob_aV )
Reordenado la ecuaciéon anterior nos queda:
b/ b / / / /
=3 = b —ab=3bb"—-3ab = b(20+a)=3ab =
b —a b—a
b 12
/ Sa 5 mzﬁcm:1.2cm.

T %ta 2241M7 5

Debemos reducir el radio de la esfera externa a b = 1.2c¢m para triplicar la
energia almacenada sin cambiar el voltaje ni el radio de la esfera conductora
interna.

Circuito RC
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Problema 6.5 — Circuito RC. Calcule la corriente inicial, la carga final y el tiempo
necesario para obtener el 50 % de la carga final en un circuito formado por la
asociacion en serie de una fuente de 10 V, un condensador de 2 uF y una resistencia

de 5 k2.

Solucion:

En un circuito RC' la corriente inicial y la carga final puede obtenerse a partir de las
ecuaciones vistas en la seccion 6.4.

Vo100V
I =~ = 2% _9mA.
TR 75k ™

Q;=CV =10V 2 uF =20 4uC.

El tiempo necesario para obtener el 50 % (¢(t) = 0.5Q¢) de la carga final se puede
calcular a partir de la ecuacion (6.8):

qt)=Q(1-e")=05Q; = e""=1-05=05 =

= t=-—7In0.5=6.9-10"3s = 6.9 ms.

La corriente inicial es 2 mA, la carga final es 20 uC y el tiempo necesario para
obtener el 50 % de la carga final es 6.9 ms.

Problema 6.6 — Circuito RC con interruptor. El condensador del circuito de la
figura, empieza a cargarse en t = 0 cuando el interruptor se cierra. Para un tiempo
mayor que el de la constante de tiempo del circuito determine las corrientes que
circulan por cada una de las resistencias del circuito y las potencia disipada en
ellas.

Datos: V=60V, Ry =10 k), Ry =20k, R3=30kK2 yC =1 pukF.
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Solucion:

Anadir en algun sitio las curvas de corriente y carga de un circuito RC en carga y
descarga. Hacer referencia a ellas en este ejercicio para dejar claro que cuando se
alcanza el equilibrio la corriente es nula.

Para un tiempo mucho mayor que el de la
constante de tiempo del circuito el conden-
sador se habra cargado por completo de tal
forma que la corriente que circula por él es
nula (I3 = 0). Por tanto, en esta situacion
podemos considerar al condensador como un
circuito abierto, lo cual nos deja una tnica
malla en el circuito con una tnica corriente

(I, = Iy).

Podemos obtener el valor de la corriente I; aplicando ley de Ohm sobre la combinacion
de resistencias en serie RB; Y Ry:

V.o 60
Ri+ Ry, 10420

Conocidas las corrientes del circuito, el célculo de la potencia en cada resistencia es
directo mediante la ecuacion (4.7):

Pr, = I?!R; =22 10 mW = 40 mW,

Pr, = I3Ry = 22 20 mW = 80 mW,

Pp, = I2R3 = 0.
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Las corrientes en las resistencias Ry, Roy Rz son Iy = 2mA, Is =2mA e I3 =0,
respectivamente. Las potencias disipadas en cada resistor son Pr, = 40 mW,
Pr, =80mW y Pr, =0.

Problema 6.7 — Condensadores conectados. Considere un condensador de ca-
pacidad C] que se carga inicialmente mediante una fuente de tensién de valor
Vo =10 V. Una vez que el condensador ha alcanzado su carga méxima, se desconec-
ta de la fuente. Posteriormente, el condensador C; = 2 uF se conecta a un segundo
condensador de capacidad Cy = 3 uF, de manera que sus terminales se ponen en
contacto respectivamente dos a dos. a) ;Qué es lo que ocurre? b) ;Cuél es la caida
de potencial y carga en cada condensador cuando se alcanza el equilibrio?

Solucion:

Tras conectar el condensador C a la fuente Vj y cargarlo por completo, quedara con
una carga total,

Q=CiVy=2uF 10V = 20 uC.

Una vez se conecten los dos condensadores, (' totalmente cargado y C5 descargado,
comenzara un flujo de carga de C; a Cy que terminara cuando la caida de potencial
en ambos condensadores sea la misma.

el Qi @ G
Vi=V, = c, Oy = Ql—QQC2~

Ademas, la carga total en el sistema sera en todo momento ) = C1V;. La suma de las

cargas de cada condensador cuando se alcance el equilibrio debe ser igual a esta carga
total por el principio de conservacion de la carga.

Q=Q1+Q2 = Q=0 —Q.

Con estas dos consideraciones se puede calcular el valor de ()1 y de Qs:

Cl Cl Cl Cl
QlZQQ@:(Q—Ql)@ = Q1<1+@)= G =

-~ Q= Qg—; _ QG QG 20pC2 pk
1 1+8—; Ci+Cy, Ci1+Cy 2uF+3uF

=8 uC.
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@2:@—@1:@(1 @ >=Q C 3 uF

SR =2 20 puC—— =12 4C,

La caida de potencial en cada condensador es igual si estdn en equilibrio:

2
i=n=o 9D

= = =4V.
Gy Ci+Cy  2uF+3pF

@ Al conectar los dos condensadores, comienza un flujo de carga del condensador
cargado al descargado que terminard cuando la caida de potencial en ambos
condensadores se iguales.

La caida de potencial es ambos condensadores es la misma, 4 V. La carga del
primer condensador es 8 puC y la del segundo es 12 uC.

Problema 6.8 — Cambio de dieléctrico. Considere un condensador de placas
paralelas de capacidad C' = 1 pF que se carga inicialmente mediante una fuente
de tension de valor V' = 20 V. Una vez que el condensador ha alcanzado su carga
méaxima, se desconecta de la fuente y es sumergido en alcohol etilico (k = 20. a)
;Cambia su capacidad? b) ;Y su energia almacenada? c) ;Y su potencial?

Solucion:

Inicialmente el condensador de placas paralelas de capacidad en aire Cy;,. = 1 uF se
carga conectado a una fuente de valor V' =20 V. La carga que adquiere en el proceso
de carga es:

Q=CV =1uF20V =20 uC.

Tenemos una situaciéon en la que un condensador de placas paralelas cargado se
sumerge en un medio de constante dieléctrica k = 20. En dicho medio, la carga del
condensador permanecera invariante. Veamos que ocurre con su capacidad, energia
almacenada y potencial.

Para calcular la capacidad utilizamos la ecuacion (6.2), donde distinguiremos capacidad
en aire, k = 1 (situacion inicial) y en alcohol etilico, k = 20 (situacion final).

50/4
Cair - -
d
A
Cute = #2220 = KClyy = 20 1 uF = 20 uF.
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La energia almacenada podemos calcularla a partir de la ecuacion (6.4) teniendo en
cuenta que la carga se mantiene constante en el proceso de cambio del condensador
de aire a alcohol etilico.

102 1(20 uC)?
gir = S = o — =2 .
Var =56 =3 1,0 00 ]

1@2 _1 Q2 _Um_QOONJ_
2C. 2kC.. k 20

El potencial en alcohol etilico podemos calcularlo utilizando la ecuacion (6.1):

Ualc =

10 pJ.

Q 20 pC
‘/GIC = —-— — 1 V
“7 Cue 20 uC

@ Al introducir el condensador en alcohol etilico la capacidad aumenta a 20 uF y
la energia almacenada y el potencial disminuyen a 10 puJ y 1 V.



150 Capitulo 6. Condensadores




7.1 Introduccién

7.2 Ley de Lorentz

7.3 lineas de campo magnético

7.4 Campo magnético

7.5 Circulaciéon de campo magnético
7.6 Ley de Ampere

7.7 Ley de Gauss del Magnetismo

7.8 Electromagnetismo en la materia
7.9 Cuestiones

7.10 Problemas

7.1

7.2

[7. Campo Magnético

Introduccion

En el tema 1 vimos que cargas en reposo producen un campo eléctrico. En este tema
veremos que, cuando las cargas se encuentran en movimiento (caso de una corriente
eléctrica), se crea en el espacio un campo magnético, B, y que si una carga se mueve
en el seno de un campo magnético, dicha carga experimentara una fuerza magnética.

Ley de Lorentz

La ley de Lorentz establece que cualquier carga en movimiento en el seno de un
campo magnético experimenta una fuerza magnética igual al producto escalar de la
velocidad con que se mueve la carga, v, y el campo magnético bajo el que se encuentra,
B, multiplicados ambos por el valor de la carga, q.

Fp =qv x B. (7.1)
Algunos comentarios sobre la fuerza magnética:

1) La fuerza magnética es proporcional a la carga.
11) La fuerza es perpendicular al plano formado por los vectores velocidad y campo
magnético.
111) La fuerza magnética actua solo si la carga estd en movimiento, es decir si la
velocidad no es nula.
1v) La fuerza magnética es perpendicular a la velocidad con la que se mueve

La unidad de campo magnético en el SI es el tesla, T.
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Un Tesla es un cantidad bastante grande de campo magnético. El campo
magnético terrestre en el ecuador, por ejemplo, es del orden de 30 uT. Es comtn,
por tanto, usar otro tipo de unidades cuando se trabaja con el campo magnético
como por ejemplo el gauss (G).

1G=10-10"*T.

Ley de Lorentz en un conductor

Supongamos un conductor rectilineo de longitud L, bajo el que existe un campo
magnético B y por el que circula una corriente /. Se demuestra que la fuerza magnética
que sufre este conductor es

Fy = I/dL < B. (7.2)

En la ecuacion anterior, dLi es un vector infinitesimal de médulo igual a la longitud
infinitesimal del conductor y de direccion igual a la de la corriente.

Para el caso en el que el conductor sea rectilineo, la fuerza magnética sera:

Fp = IL x B. (7.3)

Lineas de campo magnético

Al igual que con el campo eléctrico, una forma de visualizar graficamente el campo
magnético es mediante las lineas de campo, las cuales tienen las siguientes propiedades:

1. Son lineas tangentes en cada punto al vector campo magnético.

2. Son lineas que muestran la direccion de la fuerza ejercida sobre una carga testigo
positiva.

3. En un iman, las lineas de campo divergen desde el polo norte y convergen hacia
el polo sur, de tal forma que las lineas de campo magnético son cerradas.

4. La densidad de lineas en un punto del espacio es proporcional a la intensidad el
campo en dicho punto.

5. Dos lineas de campo no se cortan.

7.4 Campo magnético

Campo magnético creado por una carga puntual

Toda carga puntual, ¢, que se mueve con una velocidad, v, genera en el espacio que la
rodea un campo magnético, B, que viene dado por la expresion:
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Mo GV XT  [oqVXT
Cdr o2 4m 3

(7.4)

donde r es vector de posicion entre la carga y el punto donde se calcula el campo y
to =47 - 107" N - A2 es la permeabilidad magnética del vacio.

En la ecuacion (7.4) se puede notar que el campo magnético es cero en la
direcciéon en la que se mueve la carga y que es perpendicular los vectores
velocidad y posiciéon.

Ley de Biot-Savart

La ley de Biot-Savart describe el campo eléctrico que genera una corriente eléctrica,
I, en cualquier punto del espacio:

5 ol /dl X P ,uol/dl o 5)
l l

47 r2 47 r3

donde dl es el elemento diferencial de longitud que porta la corriente I y r es el vector
de posicion desde el elemento que porta corriente hasta la posicion en la que se calcula
el campo.

Circulacion de campo magnético

La circulacién de campo magnético es una magnitud que matemaética que se
define como la integral de linea del vector del campo magnético, B, alrededor de una
trayectoria cerrada, C"-

fc B - dl, (7.6)

donde dl es el elemento diferencial de longitud que divide la trayectoria cerrada C'y
su sentido es en el que se recorre C.

La circulaciéon del campo magnético cuantifica como se enrolla el campo magnético
alrededor de una trayectoria cerrada.

Ley de Ampeére

Segin la ley de Ampére, la circulacion del campo magnético alrededor de una
trayectoria amperiana cerrada! debe ser igual a la corriente eléctrica neta que

'En la ley de Ampére, la trayectoria amperiana cerrada C puede ser un camino imaginario, no
tiene que corresponder con una geometria del problema.
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atraviesa el area encerrada en dicha trayectoria multiplicada por la permeabilidad del
vacio.

]{ B dl = p,l. (7.7)
C

En la ley de Ampére, I es la corriente neta que atraviesa el area encerrada en la
trayectoria C'.

Al igual que con la ley de Gauss con el campo eléctrico, la ley de Ampére
permite simplificar el célculo del campo magnético de distribuciones de corrientes
eléctricas con altos grados de simetria.

Ley de Gauss del Magnetismo

Al igual que el flujo eléctrico, el flujo magnético, g, es una magnitud matematica
que relaciona el nimero de lineas de campo magnético, B, presente en una region del
espacio que atraviesan una superficie cualquiera, S.

By — / B.ds, (7.8)
S

donde dS es el vector diferencial de la superficie S que tiene como modulo el area
del elemento diferencial, y como direcciéon y sentido la normal a dicha superficie.
La unidad de flujo eléctrico es igual a unidad de campo magnético por unidad de
superficie, Tm? que en el SI recibe el nombre de Webber.

Segin la ley de Gauss del magnetismo, el flujo del campo magnético a través de
cualquier superficie gaussiana® (cerrada) es nulo.

@B:j{B.dszo. (7.9)
S

El flujo magnético a través de una superficie cerrada es siempre cero, segin la
ley de Gauss del magnetismo. Este resultado, consecuencia directa de que las
lineas de campo magnético sean cerradas, implica la que no existan monopolos
magnéticos, una distincién clave respecto a las cargas eléctricas en el campo
eléctrico.

2En la ley de Gauss, una superficie gaussiana es una superficie cerrada imaginaria que no tiene
porqué ser una geometria del problema.
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Electromagnetismo en la materia

Al aplicar campos magnéticos sobre los materiales podemos cambiar sus propiedades
de manera que estos se clasifican de la siguiente forma:

Materiales ferromagnéticos

Materiales cuyos momentos magnéticos se alinean paralelamente bajo la accion de
un campo magnético externo. Es por ello que presentan una fuerte atraccion hacia
los imanes y que son capaces de magnetizarse de manera permanente. Ejemplos de
materiales ferromagnéticos son el hierro, niquel o cobalto.

Materiales paramagnéticos

Materiales cuyos momentos magnéticos se alinean paralelamente bajo la acciéon de un
campo magnético externo pero al cesar su efecto vuelven al estado original. Presentan
una débil atraccion hacia los imanes y son capaces de magnetizarse mientras existe la
accion de un campo externo. Ejemplos de materiales paramagnéticos son el aluminio
o platino.

Materiales diamagnéticos

Materiales que, bajo la acciéon de un campo magnético externo, se orientan en su
direcciéon opuesta. Presentan una repulsion hacia los imanes. Ejemplos de materiales
ferromagnéticos son el cobre, oro o azufre.
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7.9 Cuestiones

Fuerza magnética

Cuestion 7.1 — Fuerza en un conductor rectilineo. Demuestre mateméaticamente
que la fuerza magnética en un conductor rectilineo es Fg = I'L x B.

Solucion:

Supongamos un conductor rectilineo de longitud L, secciéon transversal circular A,
situado en una region del espacio con un campo magnético en la direcciéon = y por el
que circula una corriente I en la direccién y como se muestra en la siguiente figura.

Como sabemos de la seccion 7.2, cualquier carga en movimiento bajo un campo
magnético sufre la acciéon de una fuerza magnética. Por tanto, cada portador de carga
del conductor sufrird una fuerza dada por la ley de Lorentz (ecuacion (7.1)):

Fp;,=qv x B.

Y la fuerza resultante sobre el conductor sera la suma de todas las fuerzas individuales
que se ejercen sobre cada carga del conductor:

FB:NqVXB.

Llegados a este punto observamos que la carga total que se desplaza por el conductor
rectilineo es:

AQ = Ng=nAlLgq,
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donde se ha usado que N = nAL, siendo n la densidad de carga por unidad de
volumen, A es la secciéon transversal del conductor y L su longitud. Por tanto, AL es
el volumen del conductor.

Por tanto, la fuerza magnética total quedaria:

Fg=NgvxB=nALgv x B.

Y, si tenemos en cuenta que la corriente eléctrica equivale a la carga total que atraviesa
una seccion en un determinado instante de tiempo, ecuacion (4.2), se tiene que:

AQ

j —
At

= nAvq
Y, por tanto, reordenando y agrupando magnitudes, la fuerza magnética del conductor
rectilineo es:

Fpz =nAvgL x B = IL x B,

donde el caracter vectorial de v es adoptado por L, siendo este el vector de modulo la
longitud del conductor rectilineo y direccién igual a la de la corriente.

La fuerza magnética de un conductor rectilineo es:

Fp =1L x B.

Cuestion 7.2 — Efecto Hall®. Considere una placa conductora de altura d, ancho w
y espesor t (en las direcciones z, y, x, respectivamente), a través de la cual circula
una corriente eléctrica I en sentido positivo del eje y como se muestra en la figura.
Esta placa se encuentra en una regiéon donde existe un campo magnético uniforme
de magnitud B dirigido en sentido negativo del eje z. Si las cargas moviles dentro
del conductor se mueven con velocidad v, demuestre que se establece una caida
de potencial Hall V; = vBd entre los extremos del conductor perpendiculares a la
direccion de la corriente.
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%El efecto Hall describe la diferencia de potencial que surge en un conductor cuando transporta
una corriente y se encuentra bajo un campo magnético.

Supongamos el conductor que se presenta en el enunciado. Al encontrarse bajo los
efectos de un campo magnético, los portadores de carga positiva® sufriran una fuerza
magnética en el sentido positivo del eje z que provoca que desvien su trayectoria hacia
el extremo superior del conductor y, originando acumulaciéon de carga positiva en el
extremo superior y de carga negativa en el inferior. La fuerza magnética que sienten
los portadores de carga se obtiene a partir de la ley de Lorentz (ecuacion (7.1)):

Fp =quB.

La separacion de carga produce un campo eléctrico, con la consiguiente aparicion de
una fuerza eléctrica que se obtiene a partir de la ecuacion (1.6):

FB :qE

Ademas, la acumulacion de carga provoca la aparicion de una caida de potencial entre
los extremos del conductor que se puede calcular a partir de la ecuaciéon obtenida en
la cuestion 3.4:

V = Ed.

3El efecto real es el de carga negativa moviéndose hacia el extremo inferior del conductor. En el
problema se habla de carga positiva para adoptar el mismo criterio que el de la corriente eléctrica.
No obstante, el resultado final es el mismo. Acumulacién de carga positiva en el extremo superior y
de carga negativa en el inferior.
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La acumulacién de carga cesa cuando se igualan las fuerzas eléctrica y magnética que
se ejercen sobre los portadores de carga. La caida de potencial que aparece en ese
instante es lo que se conoce como caida de potencial Hall:

vepd Vi v —uBd. O

Fgp=Fr = quB=qL ¥

Cuestion 7.3 — Movimiento de particulas cargadas. Si un electrén, un neutrén y
un positron® se mueven con la misma velocidad dentro de una regiéon donde hay un
campo magnético perpendicular a sus trayectorias, y suponiendo que no interacttian
entre si, ;como se comportaran sus movimientos? Haga un dibujo esquemaético.

%El positrén es antiparticula del electron. Ambos poseen la misma de masa, pero carga eléctrica
opuesta.
Solucion:

Supongamos un campo magnético en la direcciéon positiva del eje z y las particulas
moviéndose en la direccién positiva del eje y. Las particulas cargadas al moverse bajo
un campo eléctrico sienten la accién de una fuerza magnética como se indica en la ley
de Lorentz (ecuacion (7.1)). Tengamos ademés en cuenta que la carga del electron es
e=—16-10"1C = —q, la del positrén es —e = 1.6 - 10712 C = ¢ y que el neutrén
no tiene carga.

= Para el electron:

Fp.- =evxB = —qujxl% = —quBi.
= Para el positron:

Fp.+r = —evxB = qujx/% = quDBi.

s Para el neutrén:

Fg,=0.

)

@ Suponiendo un campo magnético en la direccidon positiva del eje z y las particulas
moviéndose en la direcciéon positiva del eje y, el electron sentird una fuerza
magnética que la hard moverse en la direccién negativa del eje x. Por el contrario,
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el positron sentiréd la fuerza opuesta y se moveré en la direcciéon positiva del eje
z. El neutrén al ser una particula sin carga no experimentara ninguna fuerza
magnética.

Cuestion 7.4 — Fuerza magnética nula. ;Es posible que una carga se desplace
dentro de un campo magnético sin que la fuerza magnética actie sobre ella en
ningtn momento?

Sabemos que la fuerza magnética se calcula a partir de la ley de Lorentz (ecuacion

(7.1)):

FB:qva.

Como podemos ver el valor de la fuerza magnética se obtiene a partir del producto
vectorial de los vectores velocidad y campo magnético. Por tanto, la fuerza magnética
serd nula en el caso en el que la particula se mueva de manera paralela (o anti-paralela)
al campo. En esta situacion:

v|iB = 0,5=0 = Fp=quBsinb,p=0,

donde 0, 5 es el 4ngulo que forman los vectores velocidad y campo magnético.

@ Una carga se puede desplazar dentro de un campo magnético sin sentir la acciéon
de ninguna fuerza magnética si se mueve de manera paralela (o anti-paralela)
al campo magnético.

Cuestion 7.5 — Fuerza entre conductores paralelos. Considere dos hilos delgados
conductores de longitud [, separados una distancia d y dispuestos de manera
paralela en el vacio. Por ellos circulan corrientes I; e [, ambas en la misma
direccion. Demuestre que la magnitud de la fuerza magnética que el primer hilo
ejerce sobre el segundo es:

ol 15l
2rd

B12 =

Nota: Puede considerar la longitud del hilo mucho mayor que su radio (1> a) y
que la distancia entre conductores | > d.

Esta cuestion hay que ponerla después de que se calcule el campo de un hilo
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Consideremos los dos conductores de longitud
[, separados una distancia d y con corrientes
I; e I,. Sabemos que la fuerza magnética
sobre un conductor rectilineo viene dada por
la ecuacion (7.3). Por tanto, la fuerza que el
primer conductor ejerce sobre el segundo es:

FB,12 = IQLQ X Bl-

Donde, Ls es el vector longitud del segundo conductor y B; es el campo magnético
creado por el primer conductor y que siente el segundo. De la cuestion 7.9 sabemos
que la magnitud del campo magnético creado por un hilo infinito (I > d), y por tanto
el campo que crea el primer conductor, es:

_ pol

B, =
Y om

donde 7 es la distancia a la que se calcula el campo. Ademas sabemos que el campo
magnético formara anillos concéntricos al hilo. Por tanto, el campo magnético, By y
el vector longitud Ly son perpendiculares en la posicion del segundo conductor.

Podemos, por tanto, calcular la magnitud de la fuerza que ejerce el primer conductor
sobre el segundo:

poli  polilol

= .d
2md 2md

FB,12 = IQLQBl sinf = Igl

Donde se ha usado que Ly = [y que 6§ = 90° ya que B; y Ly son perpendiculares.

Cuestion 7.6 — Trabajo y campo magnético. Considere una regién del espacio
donde existe un campo magnético B por el que se desplaza una carga ¢ con velocidad
v. ;Cual es maximo trabajo que puede realizar dicho campo?

Solucion:

Supongamos un desplazamiento rectilineo. En ese caso, sabemos que el trabajo que
realiza una particula que se desplaza una distancia r es:

W=F-r
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Si trabajamos en una regién en la que existe un campo magnético, la fuerza que
sentira la carga en movimiento sera magnética, por lo que el trabajo sera:

W=Fgr “LY 4(vxB)r,

donde observamos que v y r tienen la misma direcciéon. Por tanto, solo cabe que el
trabajo sea nulo pues el producto vectorial de los vectores velocidad y campo magnético
dard como resultado un vector perpendicular a la trayectoria que al multiplicarlo
escalarmente por el vector desplazamiento su producto sera nulo.

El trabajo realizado por un campo magnético sobre una carga en movimiento
es siempre cero ya que para que exista fuerza magnética, el campo magnético
debe ser perpendicular al desplazamiento de la particula.

Lineas de campo

Cuestion 7.7 — Lineas de campo magnético. Indique para las figuras a) iman,
b) espira circular y ¢) Tierra, si si A y B son polos norte o sur en funciéon de la
direccion de las lineas de campo magnético.

Recordemos que las lineas de campo divergen (salen) de los polos norte y convergen
(entran) en los polos sur de los imanes. Siguiendo este criterio podemos afirmar que
son:

a) A es el polo norte y B el polo sur del imén.
b) A es el polo norte y B el polo sur de la espira circular.

c) A es el polo sur y B el polo norte de la Tierra.

Campo magnético. Ley de Biot-Savart y ley de Ampeére
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Cuestion 7.8 — Campo magnético de un hilo. Considere un hilo delgado y recto
ubicado a largo de la direccion z por el que circula una corriente I. Determine la
expresion del campo magnético creado por el hilo en el punto (a,0,0) usando la
ley de Biot-Savart.

Cuestion 7.9 — Campo magnético de un hilo. Ley Ampeére. Considere un hilo
delgado y recto por el que circula una corriente uniforme /. Obtenga, mediante la
ley de Ampére, la magnitud del campo magnético a una distancia r del hilo.

Solucion:

(I) Analisis del problema

1. Un hilo puede considerarse de longitud infinita
siempre que la distancia a la que se mide el campo
sea mucho menor que la longitud del hilo, r < [.

2. Al tratarse de un hilo infinito podemos considerar
que el campo es el mismo en todos los puntos del
espacio que sean equidistantes al hilo.

3. Las lineas de campo magnético formaran anillos
concéntricos al hilo.

4. El problema presenta un alto grado de simetria cilindrica. Podemos emplear la ley
de Ampére para obtener el campo magnético que crea el hilo conductor.

fB-dl:MOI.
C

(IT) Resolucion del problema

Definimos una trayectoria amperiana circular C' de radio r concéntrica con el anillo y
calculamos la circulacion del campo magnético a través de ella. Para ello, primero
debemos notar que el vector desplazamiento infinitesimal de la curva, dl, y el campo
magnético, B, tienen la misma direccion.

I
7{B~dl Bl del:ijdz:Bzwzuof —~ p=H
C C C

omr

La magnitud de campo magnético creada a una distancia r de un hilo infinito es

I
B =k
2rr
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Cuestion 7.10 — Campo magnético espira circular. Considere una espira circular
de radio a por la que circula una corriente /. Determine, mediante la ley de
Biot-Savart, la expresion del campo magnético creado por la espira en su centro.

Solucion:

(I) Analisis del problema
1. Ley de Biot-Savart, ecuacion (7.5):

B_;L_OI dlxr‘

o 3
A J, 7

2. En la figura podemos observar que el campo
magnético en el centro de la esfera es paralelo al
eje z.

B = Bk.
3. Todos vectores dl que se cojan en la espira seran

perpendiculares (# = 90°) al vector posicion r, por
tanto:

dl xr =dlrsin90°k = dir k.

4. Para cualquier vector dl, el modulo del vector
posicion coincide con el radio de la espira:

r=a.

(IT) Resolucién del problema

4 r3 4rm 73 Y S 2a

B:M)I/dlxr_m)l/dwfC r=a ol [ mol o pol
L L

El campo magnético creado por una espira circular de radio a en su centro es

pol »
B="k.
2a

Cuestion 7.11 — Campo magnético de un conductor cilindrico. Considere un
conductor cilindrico de radio a y longitud [ > a por el que circula una corriente
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uniforme /. Obtenga, mediante la ley de Ampére, la magnitud del campo magnético
dentro y fuera del conductor.

Solucion:

(I) Analisis del problema
1. Dada la simetria cilindrica del proble-
ma podemos calcular el campo magnético
aplicando la ley de Ampére:

%B-dl:,uof.
L

2. En este problema hay que distinguir dos
situaciones: campo magnético (a) fuera del
cilindro y (b) en el interior del cilindro:

3. En ambas situaciones podemos calcular
la circulacion del campo magnético a tra-
vés de una curva, L, circular de radio r y
concéntrica al cilindro.

4. Recordemos de la cuestion 7.9 que el campo creado por un hilo infinito (y, en
general, por un conductor cilindrico) forma anillos concéntricos al conductor. Por
tanto, para este problema, el campo eléctrico, B, sera paralelo en todo momento al
vector dl. Ademés, podemos considerar el campo magnético uniforme en todo punto
del espacio.

(2) Resolucion del problema

(a) Campo fuera del cilindro, r > a

e I
fB-dl Bt j{LBdl B Bj{dl:B%rr:,uOI ~ p= Ml
L L 2mr

(b) Campo dentro del cilindro, r < a

En esta situacion, antes de aplicar ley de Gauss, tenemos que ver la corriente neta
que queda dentro de la curva L.

[/ 2 2
S
a

Explicar como se obtiene esta expresion?
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Y, por tanto, podemos obtener el campo en el interior aplicando ley de Ampére:

2
jf B.a1 7{ LBdl B=" B 7{ dl = B2mr = pol’' = pol— =
L L a

_ &173 _ polr
2r a?  2ma

La magnitud el campo magnético creado por el conductor es:

molr -
Ina s1r < a.

pol
B:{ ooy S1T > a,

Notese que el campo para r > a es el mismo que generaria un hilo conductor
de radio despreciable.

Cuestion 7.12 — Campo magnético de un solenoide. Para un solenoide® con N
espiras y longitud [ por el que circula una corriente I, obtenga, mediante la ley de
Ampére, la magnitud del campo magnético en su interior. Nota: Puede considerar
el solenoide ideal.

%Un solenoide consiste en un enrollamiento helicoidal de hilos sobre un cilindro que se puede
ver como una superposicion de espiras muy juntas entre si. Cuando una corriente eléctrica fluye
a través del solenoide se genera en su interior un campo magnético intenso y muy uniforme. El
calculo de este campo magnético suele ser complejo salvo para el caso de solenoides ideales, donde
la longitud del solenoide y el nimero de espiras es mucho mayor que el radio del solenoide.

Solucion:
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(I) Analisis del problema

1. En un solenoide, cuanto mayor es el nimero de vueltas y més juntas estéan las
espiras, mas uniforme es el campo en su interior, como puede verse en la figura a).
En nuestro caso, podemos considerar el solenoide ideal (la longitud del solenoide es
mucho mayor que el radio del solenoide). En este caso, podemos tratar el campo en el
interior del solenoide como uniforme con lineas de campo paralelas al eje z y en el
exterior nulo como se muestra en la figura b).

2. Dada la simetria del problema podemos calcular el campo magnético aplicando la
ley de Ampeére. Para ello consideramos una trayectoria amperiana, L, rectangular,
localizada en el plano yz, de altura igual a la del solenoide y que recoja en su interior
tnicamente la seccién transversal derecha del solenoide como se muestra en la figura
b)1. El ancho de la linea veremos més adelante que es indiferente, siempre que no
llegue a la seccion izquierda del solenoide.

]4B-d1:u0[.
L

4Notar que si cogiésemos el solenoide completo (seccién transversal derecha e izquierda) la corriente
neta en el interior de la curva seria nula
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(IT) Resolucioén del problema

Calculamos primero la circulacion a través de la trayectoria amperiana, L:

2 3 4 1 1
%B-dl:/ B-d112+/ B-d123+/ B-d134+/ B-dl41:/ B.dly =
L 1 2 3 4 4
1 1
:/ Bdl41:B/ dl41:Bl,
4 4

En el calculo anterior de la circulacion del campo magnético a través de L se ha tenido
en cuenta lo siguiente:

1) Integral entre 1 y 2: El producto escalar entre B y dlj5 es nulo dado que ambos

vectores son perpendiculares.

11) Integral entre 2 y 3: El producto escalar entre B y dlys es nulo dado que fuera
del solenoide el campo magnético es nulo.

111) Integral entre 3 y 4: El producto escalar entre B y dl4 es nulo dado que ambos
vectores son perpendiculares.

1v) Integral entre 4 y 1: Los vectores B y dly; son paralelos y, por tanto, su producto
escalar es el producto de sus moédulos. El campo magnético puede salir fuera de
la integral ya que es uniforme en el interior del solenoide.

Aplicando ley de Ampére:

poN 1

L

En la operaciéon anterior se ha tenido en cuenta que n es la densidad de vueltas del
solenoide (n = N/I) y que la corriente neta que atraviesa a la superficie que encierra
la trayectoria gaussiana es NI.

La magnitud del campo magnético en el interior del solenoide ideal es

B = ponl. (7.C.1)
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7.10 Problemas

Fuerza magnética

Problema 7.1 — Acelerador de particulas. En el Gran Colisionador de Hadrones
(LHC), protones son acelerados a energias muy altas a través de anillos donde
potentes imanes se encargan de mantenerlos en una trayectoria circular. Determine
la fuerza magnética a la que se veria sometido un protén moviéndose con una
velocidad, v = 6 - 10°2m/s en un sector del LHC donde el campo magnético es

B=5kT.
Solucion:

Sabemos que la fuerza magnética que sufre una carga en movimiento bajo un campo
magnético viene dada por la ley de Lorentz (ecuacion (7.1)):

Fp=¢vxB=16-10"C6-10°im/s x5k T =—48-10"12jN.

La fuerza magnética a la que se ve sometido el protéon en este sector del LHC
es Fp = —4.8-10712jN.

Problema 7.2 — Fuerza en conductor rectilineo. Considere un cable conductor
de longitud 5 cm por el que circula una corriente de 2 A en la direccién positiva
del eje y. ;Qué fuerza magnética se ejerce sobre el cable si se encuentra bajo un
campo magnético de 4 G k?

Solucion:

Supongamos un conductor rectilineo por el que circula una corriente la direccion y
(L =5jcm) bajo un campo magnético en la direccion z (B = 4 k G). Sabemos que la
fuerza magnética que sobre un conductor rectilineo viene dada por la ecuacion (7.3):
Fp=ILxB=2A5-102jmx4-10*kT=20-102iN=0.24N.
La fuerza magnética sobre el conductor rectilineo en esta situaciéon es Fg =
0.22N.

Campo magnético
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Problema 7.3 — Campo magnético creado por un electron. Considere un elec-
tron moviéndose con velocidad v =5 - 107 k m/s. Determinar el campo magnético

creado por el electréon en el origen si estd particula se mueve desde la posicion
(10,10,0) cm.

Solucion:
Tenemos un electron ubicado en
(10,10,0) cm. Para calcular el cam-
po que crea en el origen debemos calcular
primero el vector posicion de esta particula
al origen:

r=-10(i+ j)em (:7’:10\/5(:111).

El campo creado por el electrén podemos obtenerlo a partir de la ecuacion (7.4):

o gV XT
4r 3

471077 N/ A% (=1.6-107C) 5- 10" km/s x (=10 - 1072(i + j) m)
4m (10-10-2v/2m)”

=28-10"kx (i+ ) T=28-10""(j— i) T.

Revisar solucion. Meter nameros en calculadora

El campo magnético creado por el electrén en el origen es B = 2.8 - 10717(— 7 +
7)) T.

Problema 7.4 — Campo magnético en Cdadiz. Un conductor largo y recto conduce
una corriente de 1.0 A. ;A qué distancia del eje del conductor, el campo magnético

generado por la corriente tiene igual magnitud que el campo magnético terrestre
en Cadiz (alrededor de 0.5 -107* T)?

Solucion:

Sabemos de la cuestion 7.11 que el campo creado por un conductor largo y recto en el
exterior su exterior es:

_ Il

B = .
2rr
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Por tanto, conocida la corriente que circula por el conductor y el campo que genera,
el calculo de la distancia es directo:

pol  4m-1077 N/A® 1A

=4-1072m=4 .
27 B 2705104 T = mm

r =

El campo magnético creado por el conductor es igual al campo magnético
terrestre en Cadiz si nos situamos a 4 mm del conductor.

Problema 7.5 — Cable coaxial. Un cable coaxial es un tipo de conductor eléctrico
que se compone de un nucleo central, generalmente un alambre, rodeado por una
malla metélica cilindrica. Ambos conductores estan separados por un material
aislante. El nucleo central transporta la corriente eléctrica en una direccién, mientras
que la malla exterior actiia como el camino de retorno de la corriente y se conecta a
tierra. Determina la magnitud del campo magnético a) dentro y b) fuera del cable
coaxial

Solucion:

(I) Analisis del problema

1. El cable lleva la corriente en una direccion,
mientras que la malla metalica lleva la corriente
de retorno en la otra direccion.

2. Dada la simetria cilindrica del problema, pode-
mos obtener el campo magnético dentro y fuera
del cable coaxial mediante aplicacion de la ley
de Ampeére.

C

Para ello buscaremos dos trayectorias amperia-
nas C, una dentro del cable coaxial (en el dieléc-
trico) y otra fuera del cable de la malla metéalica.

(IT) Resolucion del problema

a) Dentro del cable coaxial
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Recordemos que las lineas de campo magnético
creadas por un conductor cilindrico forman anillos
concéntricos al cable. Por tanto, los vectores B y dl
son paralelos. Por tanto, aplicando ley de Ampére:

I
j[B-dlzdez:B%r:uOIT:MOJ -~ p="8
C C 2mr

En la expresion anterior se ha tenido en cuenta que la corriente neta que atraviesa la
superficie que encierra la trayectoria C' es la que pasa por el cable. Esta corriente es .

b) Fuera del cable coaxial

Al igual que en la situacion anterior, los vectores
B y dl son paralelos. Por tanto, aplicando ley de
Ampére:

% B.dl = Bj{ dl = B2nr = polr = po(I—-1) = 0.
c c

= DB=0.
En la expresion anterior se ha tenido en cuenta que las corrientes netas que atraviesan
la superficie que encierra la trayectoria C' son las que pasan por el cable y por la malla
metélica que son iguales pero en direcciones opuestas.

La magnitud del campo magnético creado por el cable coaxial es

27r

B Lol Jentro del cable,
0 fuera del cable.

Problema 7.6 — Electroiman. a) Considere un solenoide ideal de 5 cm de longitud
y 100 vueltas de alambre enrolladas. Calcule la magnitud del campo magnético del
solenoide en su interior cuando por él circula una corriente de 2 A.

b) Si la bobina se arrolla sobre un nucleo de hierro para formar un electroiman®.
Calcule la magnitud del campo magnético si al insertar la bobina en el niicleo la
permeabilidad del medio aumenta en un factor 500.

%Un electroimén es un dispositivo que produce un campo magnético mediante la circulacién
de corriente eléctrica a través de una bobina de alambre enrollada alrededor de un ntcleo
ferromagnético. La presencia del nucleo intensifica significativamente el campo magnético generado
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por la bobina. Al cesar la corriente, el magnetismo desaparece, lo que permite un control preciso
del campo. Los electroimanes son componentes esenciales en numerosos dispositivos como los
altavoces, las grias de desguaces o las resonancias magnéticas.

Solucion:

a) Podemos hallar el campo magnético en el interior del solenoide utilizando la
expresion hallada en la cuestion 7.12:

100 vueltas

— "9 A=503-102T=5.02mT.
5-10-2m m

N
B =71 =dr- 107" N/ A?

b) Al enrollar la bobina sobre el nticleo
de hierro aumentamos la permeabilidad
del medio en un factor ,, = 500 por
lo que la expresion de la cuestion7.12
quedaria como:

N
B = ij,uOTI =Kkp,B=25T.

@ El campo magnético del solenoide sin niicleo de hierro es B = 5.02mT.

Al enrollar el solenoide en un nicleo de hierro aumentamos el campo magnético
en un factor k,, por lo que B’ =2.5T.

Problema 7.7 — Cubo metdlico en un campo magnético. Un cubo metalico
solido con lado I = 1 ¢m se desplaza con velocidad constante v = 2 jm/s. Mientras
se mueve, atraviesa un campo magnético uniforme B = 5 k T. Debido a este
movimiento en el campo magnético: a) jcudl de las caras del cubo quedaré con un
potencial eléctrico més alto y cual con un potencial mas bajo como resultado de su
movimiento dentro del campo magnético? b) ;Qué valor tendra la diferencia de
potencial inducida entre estas caras?

Solucion:
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1. El cubo metélico posee electrones
libres en su interior. Al estar el cubo
desplazédndose en la direccion y, estas
cargas se encuentran en movimiento
bajo un campo magnético. Por tan-
to, sentiran la accién de una fuerza
magnética en la direccidon negativa
de z.

Fp=qvxB = —eijXl% = —evBi.

2. Como resultado de la aparicion de la fuerza
magnética se manifiesta el efecto Hall que
vimos en la cuestion 7.2. La fuerza magnética
provoca una acumulaciéon de cargas negativas
en la cara E del cubo y positivas en la cara
F, provocando la apariciéon de un potencial
eléctrico y un campo eléctrico entre dichas
caras.

3. La acumulacion de cargas se detiene cuando
las fuerzas magnética y eléctrica se equilibran.
En ese momento se cumple que:

Vg =vBl=2m/s5T 102 m=10-10"2V =0.1 V.

@ Cuando el cubo metélico se desplaza en la direccién y positiva bajo la accion

de un campo magnético en la direccién z positiva aparece una diferencia de
potencial entre las caras del cubo ubicadas en los planos yz. La cara ubicada en
x =0 (cara E) quedara con un potencial negativo mientras que la cara ubicada
en x = [ (cara F) quedara con un potencial positivo, por la acumulacion de
carga negativa y positiva, respectivamente.

El potencial que se establece entre ambas caras es Vg = 0.1V.

Flujo magnético
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Problema 7.8 — Flujo magnético de una espira. Calcule el flujo magnético en
una espira circular de 10 cm de radio situada en una regiéon del espacio con un
campo magnético de 0.2 T perpendicular al plano de la espira. ;Qué ocurre si rota
la espira de manera que el campo magnético sea paralelo al plano de la espira?

Solucion:

El flujo magnético a través de la superficie interior
de la espira se calcula a partir de la ecuacion (7.8).
En ella tenemos que tener en cuenta que B y dS
son paralelos y que B es uniforme en la zona central
de la espira.

@B:/B-dSZB/dS:BWCLZ:
s s

= 02T (10-102m)* = 0.0063 Wh = 6.3 mWh,

Si a continuacién la espira rota de manera que el campo magnético es paralelo al
plano de la espira, los vectores B y dS pasaran a ser perpendiculares y, por tanto, su
producto escalar es nulo:

CDB:/B-dS:O.
S

El flujo magnético en la situacion inicial es @5 = 6.3 mWb. Si el plano de la
espira y el campo magnético son paralelos, el flujo magnético es nulo, &5 = 0.

Problema 7.9 — Flujo magnético de un solenoide. Calcule el flujo magnético
creado por solenoide con 20 mm de radio y 60 vueltas/cm por el que circula una
corriente de 2 A. Nota: Considere el solenoide ideal.

Solucion:
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(I) Analisis del problema

1. De la cuestion 7.12 sabemos que que
el campo magnético creado por el sole-
noide ideal en su interior es

B { uonl  dentro del solenoide,

0 fuera del solenoirde.

2. El flujo magnético a través de la su-
perficie interior del solenoide se calcula
a partir de la ecuacion (7.8).

3.Al tratarse de un solenoide ideal el
campo magnético B es uniforme en el
interior del solenoide y paralelo a dS.

(IT) Resolucion del problema

Calculamos el flujo magnético creado por el solenoide:

@B:/B-dS:B/dS:BS:uoanaQ:
S S

— 471077 N/ A2 6000 vueltas/m 2 A 7 (20- 1072 m)” = 1.9 - 107> Wb = 19 x Wb.

El flujo magnético creado por el solenoide es &5 = 19 4t Wh.

Problema 7.10 — La estrella de neutrones (de Alicia). Las estrellas masivas®
pueden terminar como estrellas de neutrones (o agujeros negros). Cuando una
estrella colapsa gravitacionalmente hasta convertirse en una estrella de neutrones,
uno de los efectos mas extremos es la intensificacion brutal de su campo magnético. A
pesar de que los neutrones no tienen carga eléctrica, el campo magnético se conserva
debido a que, justo antes del colapso, la estrella esta formada por plasma en un
estado superconductor. En este estado, la resistividad del material es practicamente
nula, lo que implica que el flujo magnético se conserva durante el proceso.

Considera una estrella que antes del colapso tiene un radio de R; = 1.4 -10° km, y
un campo magnético superficial medio de B; = 0.05T. Tras el colapso, se convierte
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en una estrella de neutrones con un campo magnético superficial de By = 1.6 - 107
T. Suponiendo que la estrella es aproximadamente esférica, ;cual sera el radio final
de la estrella de neutrones?

“Mas de 8 masas solares.

Solucion:

Como nos dice el enunciado en el proceso en el que una estrella masiva pasa a
convertirse en una estrella de neutrones el flujo magnético se conserva. Bajo esta
premisa podemos trabajar considerando como sera el campo magnético inicial y final
en el proceso de transformacion a una estrella de neutrones.

by =cte = (I)B,i:q)B,f = BZAZ:BfAf

Donde B representa el campo magnético de la estrella y A su superficie. El subindice
i representa el estado inicial de la estrella (estrella masiva), mientras que el subindice
f representa su estado final (estrella de neutrones).

Considerando las estrellas como esféricas y suponiendo paralelos los vectores campos
magnético B y superficie A en ambos estados, tendremos que:

B, 0.05T
B, -4rR? = By -471R2 = R; = R;y | — = 1.4 - 10° kmy/ ———— = 78.2 km.
T = By Ay = = A g V16 10T -

El radio final de la estrella de neutrones es 78.2 km.
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[8. Induccion Magnética

8.1 Introduccién
A diferencia de lo que vimos en el Capitulo 1, donde las cargas se presentaron como las
fuentes del campo eléctrico, en este tema aprenderemos que las variaciones temporales
del campo magnético constituyen una fuente adicional de campos eléctricos.

8.2 Ley de Faraday-Lenz

La ley de Faraday de la induccién electromagnética explica el fenémeno por el cual
cambios de flujo magnético provocan variaciones de fuerza electromotriz (o voltaje) en
un circuito. Mas en concreto, la ley de Faraday establece que la fuerza electromotriz
(fem) inducida en cualquier circuito cerrado es igual a la razén negativa de cambio
del flujo magnético a través del circuito con respecto al tiempo. Consecuencia directa
de esta fem inducida es la apariciéon de una corriente inducida en el circuito.

_dPp

£=—=E. (8.1)

Donde @5 es el flujo magnético que se puede calcular a partir de la ecuacion (7.8).

El signo menos de la ecuacion (8.1) proviene de la ley de Lenz, la cual establece
que la fem y la corriente inducidas en un circuito cerrado se oponen a la variacion
temporal de flujo magnético que las produce.

A partir de la ecuacion (8.1) se concluye que se induce una fuerza electromotriz
si existe una variaciéon temporal del flujo magnético. Esto puede ocurrir si, varia
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temporalmente:

1. el médulo del campo magnético,
2. la superficie que encierra el circuito,
3. la orientacion entre los vectores campo magnético y superficie.

Campo eléctrico inducido

En las secciones anteriores hemos visto que la variacion temporal del flujo magnético
sobre un circuito cerrado provoca la aparicién de una fem y una corriente inducidas.
Ademas, en la seccion 3.3 vimos que siempre que existe una fem (o voltaje) aparece un
campo eléctrico. Por tanto, la variacion temporal del flujo magnético no solo conlleva
la aparicion de una fem y una corriente inducida, sino también la apariciéon de un
campo eléctrico inducido.

El campo eléctrico inducido se puede obtener teniendo en cuenta que la circulacion
del campo eléctrico a través de cualquier trayectoria cerrada C' equivale a la razon
negativa del flujo magnético a través de la superficie delimitada por dicha trayectoria
con respecto al tiempo:

ddp
fCE-dl == (8.2)

En esta seccién hemos visto que las variaciones temporales del flujo magnético
son fuentes del campo eléctrico.

8.4 Autoinduccion e inductancia

La autoinduccion es un fenémeno electromagnético que se desarrolla en cualquier
circuito eléctrico por el que circula una corriente que varia en el tiempo. Como
resultado a este fendmeno se genera una fem autoinducida en el circuito que se opone
al flujo magnético variable que provoca la corriente en la propia superficie del circuito.
Podemos calcular el valor de la fem autoinducida a partir de la siguiente expresion:

di(t)
dt -

g =—L (8.3)

Utilizando de manera conjunta la ecuacion (8.3) y la ley de Faraday (ecuacion (8.1))
es directo obtener que el flujo magnético es directamente proporcional a la corriente
eléctrica:

®p = LI (8.4)



8.5

8.6

8.5 Energia en un campo magnético 181

En las ecuaciones (8.3) y (8.4) aparece la constante de proporcionalidad positiva L
conocida como inductancia. Esta constante cuantifica la oposicién que se presenta
ante los cambios de corriente en un circuito eléctrico. La unidad de inductancia en el
SI es Tm?/A, que en el sistema internacional recibe el nombre de Henrio, H.

Aunque el fenémeno de autoinduccién aparece en cualquier circuito eléctrico, es
especialmente notable en aquellos que incluyen un inductor (también denominado
como bobina). Un inductor es un componente pasivo electronico (al igual que las
resistencias y los condensadores) que consiste principalmente en arrollamientos de
conductor aislado en diversas geometrias. El inductor o bobina méas comun es el
solenoide, visto en la cuestion 7.12.

Anadir la caida de potencia del inductor Recordemos del tema 77

Terminar teoria

Energia en un campo magnético

_ 1.0
U= gL (8.5)
Circuito RL
it)y=1I; (1—e"7) (8.6)
1%
Iy =%
L
T = E

Anadir a las cuestiones los ejemplos 4 y 5 del tema 8
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8.7 Cuestiones

Ley de Faraday-Lenz

Cuestion 8.1 — Fuerza electromotriz inducida en una espira. Suponga una espira
circular que encierra un area S y que esta situada en una region en la que existe
un campo magnético uniforme externo. Determine la fem inducida en la espira si
el campo magnético vale:

a) By (t) = Bae Sinwt k.

b) By(t) = Baz COSWE J.

¢) Be(t) = Biawe " i + Bpage P j + Brawe " k.
Datos: Bz, By w son constantes positivas.

Nota: Considere la espira ubicada en el plano xy de tal forma que su vector de
superficie apunta hacia la direccion positiva del eje z.

Solucion:

Tenemos una espira ubicada en el plano xy tal que dS = dS k. Para calcular la fem
inducida a través de ella utilizamos la ley de Faraday (ecuacion (8.1)) y la expresion
del flujo magnético (ecuacion (7.8)):

4o d B-ds.

=~ dt /s

Calculamos primero el flujo magnético en cada situacion y, a continuacion, determina-
mos la fem inducida:

a) Flujo magnético:

Qp, = / B, -dS = / B sin (wt) k-dSk = B, sin (wt) / dS = S By sin (wt) .
S S S

fem inducida en la espira:

dPp.  d d

&= i), B, -dS = = (SBae sin (wt)) = —wS Bypas cos (wi) .

b) Flujo magnético:
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@B,b:/Bb-dsz/Bmaxsm(wt) j-dSk=0.
S S

fem inducida en la espira:

dd g, d
= =B __Z [ B,.dS=0.
& dt dt/S ’

c¢) Flujo magnético:

(I)B,c = / B.- dsS = / (Bma;peiat 1+ Bmaxeiﬁt j + Bmamei’yt ff) -dS k=
S S

= Baze " / dS = SBae .
S
fem inducida en la espira:

dPp.  d d

£ = -
dt dt Js

La fem inducida en la espira es:

a) By (t) = Bhaa sinwtk = E = —wSBmax COS (wt).
b) By(t) = Bpazcoswtk = & =0.

C) Bc<t) = Bmaxeiat i+ Bmazeiﬁt J+ Bma:cei’yt ];' = &= ’YSBmaeryt

~

= B.-dS = 7 (SBmaze_Wt) = vSBaze .

Cuestion 8.2 — Fuerza electromotriz inducida en un solenoide. Obtenga la fem
inducida en un solenoide de N vueltas y seccion transversal S, cuando sobre
¢l actiia un campo magnético uniforme y paralelo al eje del solenoide de valor

B(t) = at® + ft.

Solucion:

Tenemos una espira ubicada en el plano xy tal que dS = dS k. Para calcular la fem
inducida a través de ella utilizamos la ley de Faraday (ecuacion (8.1)) y la expresion

del flujo magnético (ecuacion (7.8)):

o
s 4 [g.gs.

E=—__5
dt dt /s
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Teniendo en cuenta que el vector campo magnético y el vector de superficie son
paralelos, calculamos primero el flujo magnético para una de las espiras del solenoide:

<I>B,1:/B~dS:/BdS:BS.
S S

Teniendo en cuenta las N espiras que forman el solenoide, el flujo magnético total
sobre el solenoide es igual a la suma de los flujos de cada espira:

N
@B:Z/B-dSi:/BdSi:N/BdS:NBS.
izl Y Si S; s

7

Y, por tanto, lafem inducida en el solenoide:

405 d B-dS = —Si (B) = =SN(2at + B).

E=__5
dt dt J dt

La fem inducida en el solenoide es es £ = —SN(2at + ).

@ Es importante destacar que la ley de Faraday hace referencia a la superficie
que encierra la totalidad del circuito. Por tanto, en este caso se podria haber
calculado la fem inducida en el solenoide la suma de las contribuciones de las
N espiras que forman el solenoide.

ddp

Cuestion 8.3 — Ley de Lenz. Indique el sentido de la corriente inducida en la espira
(horario o anti-horario) en las siguientes figuras
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Solucion:

Como se ha visto en la seccion 8.2, el sentido de la corriente inducida se opone a
la variacion de flujo magnético que la produce. Por tanto, resolvemos esta cuestion
teniendo en cuenta lo que nos dice la ley de Lenz.

a) Tenemos un iman cuyo polo norte se esta
aproximando a la espira. Como consecuencia,
se esta aumentando el flujo magnético en la
espira debido a la lineas de campo que produ-
ce el imén. Como respuesta a este aumento de
flujo magnético, la espira tratara de generar
una corriente inducida que genere un campo
magnético que se oponga al del iman sacan-
do lineas de campo en su superficie interna.
Para ello, la corriente tendra que circular en
sentido anti-horario como se muestra en las
figuras.

b) Tenemos un iman cuyo polo norte se esta
alejando de la espira. Como consecuencia, se
esté disminuyendo el flujo magnético en la es-
pira debido a la lineas de campo que produce
el iman. Como respuesta a esta disminuciéon
de flujo magnético, la espira tratara de ge-
nerar una corriente inducida que genere un
campo magnético que se oponga al del iméan
introduciendo lineas de campo en su superfi-
cie interna. Para ello, la corriente tendra que
circular en sentido horario como se muestra
en las figuras.

La corriente inducida tendré sentido anti-horario cuando el iman aproxima su
polo norte hacia ella (apartado a). Tendra sentido horario en el caso contrario,
cuando el imén aleja su polo norte de ella (apartado b).

Campo eléctrico inducido
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Cuestion 8.4 — Campo Eléctrico inducido en una espira. Demuestre que el
campo eléctrico inducido en una espira conductora que se encuentra bajo un campo
magnético B(t) perpendicular al plano de la espira se puede calcular a partir de la

ecuacion
74 B.-dl = _d(}i_
C dt

La ley de Faraday establece el valor de la fem inducida
en un circuito cerrado a partir de la ecuacion (8.1).

ddp

El movimiento de la carga en este conductor implica la existencia un campo eléctrico
E que es tangente a la espira y equivalentemente la existencia de una fuerza eléctrica.
El trabajo realizado por este campo al mover una carga en la espira es, por lo tanto,

W=q¢ E-dl=¢g¢ = 5:?{E'dl.
c

C

En la ecuacion anterior se ha utilizado la relaciéon para trabajo encontrada en la
ecuacion (3.1).

Juntando ambas expresiones tendremos que:

£=— dq}B:}{ Al = ]{ dl = dq)B O
C

Autoinduccion e inductancia

Cuestion 8.5 — Inductancia. Asumiendo que el flujo magnético es proporcional a
la corriente, demuestre que la fem autoinducida se puede calcular como

Nota: Puede basar su demostracion en la autoinduccion en una espira circular.
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(I) Analisis del problema

Supongamos una espira circular de radio a por la
que circula una corriente i(t). Podemos calcular la
fuerza autoinducida en dicha espira mediante la ley
de Faraday (ecuacion (8.1)):

ddp
dt
Por tanto, para calcular la fem autoinducida en la
espira, antes debemos conocer el flujo que atraviesa
la espira, el cual dependera del campo magnético
producido por la propia espira y de su superficie.

&L =

(IT) Resolucioén del problema

En la cuestion 7.9 vimos que el campo magnético producido en el centro de la espira
es:

B - F0it)
2a

Donde observamos que el campo magnético es proporcional a la corriente que circula
por la espira. De igual modo, podemos suponer que el flujo magnético es proporcional
a dicha corriente como se muestra en la ecuacion (8.4).

bp = Li(t).
Como consecuencia, se demuestra que la fem autoinducida es :

e d0p _ dZi(t) _  di(t)

dt dt dt

g

Cuestion 8.6 — Maxima y minima inductancia. Dado un trozo de cable de longitud
constante, a) jcudl seria la configuracion geométrica que maximiza su inductancia?
b) /Y cuél la que la minimiza?

Nota: Utilice la inductancia del solenoide hallada en la cuestion 8.2 para encontrar
las configuraciones que se piden en esta cuestion.

Solucion:
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Como vimos en la cuestion 8.2, la inductancia de un solenoide es:

N2

Esta expresion nos indica que a mayor nimero de vueltas mayor seré el valor de la
inductancia pues L es directamente proporcional al nimero de vueltas al cuadrado
N2,

Por tanto, aquella configuraciéon que maximiza la inductancia es la que tiene un mayor
numero de vueltas, como por ejemplo un solenoide. Mientras la que lo minimiza es la
que tiene un menor nimero de vueltas, como por ejemplo un cable recto.

Revisar

Cuestion 8.7 — Relacion 7 — V inductor. Obtenga una relacién entre la corriente
que atraviesa un inductor y la caida de potencial entre sus terminales.

Solucion:
Supongamos que trabajamos con una bobina de inductancia L, con una fem autoin-
ducida € y por la que circula una corriente i(¢) como se muestra en la figura.

La fem inducida en la bobina es:

di(t)
o dt

&= = AV

Teniendo en cuenta que la fem equivale a la diferencia de potencial (€ = Av(t) =
vp(t) — va(t)), podemos calcular la caida de potencial en el inductor como:

_ _ _e_ %)
v(t) =va(t) —vp(t) = =€ = LW.

Partiendo de esta expresion podemos determinar la corriente en términos del voltaje
para el inductor:

_di(t) a1 N
v(t) =L s di(t) = Zv(t)dt = o di(t) = 17 /to v(t)dt =
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N i(t)—i(toH% /t o(t)dt.

Relacion voltaje-corriente para L: Relacioén corriente-voltaje para L:
di(t) Lo
t)=1L . () = 4 -
v(t) 7 i(t) = i(to) + 7 /to v(t)dt.

Cuestion 8.8 — Inductancias equivalentes. Usando las relaciones obtenidas en la
cuestion anterior, demostrar que a) la inductancia equivalente de dos inductores
conectados en serie es la suma de las inductancias individuales; y b) la inductancia
equivalente de dos inductores en paralelo es el inverso de la suma de los inversos
de las inductancias individuales.

Solucion:

a) Inductores en serie

Antes de empezar con la asociacion en serie
debemos notar que la caida de potencial de
los dos inductores por separado es:

di(t)
dt

di(t)
at

?JL1=UA—UB=L1

U, = U — V¢ = Lo

Teniendo esto en cuenta, sabemos que la co-
rriente que atraviesa los inductores en la aso-
ciacion en serie es la misma y, la caida de
potencial en esta combinacion se divide entre
ambos inductores y se puede calcular como:

di(t di(t
U:UA—UC:UA—UB+UB—UC:UL1—|—’UL2:Ll Z()_'_LQ Z(>:
dt dt
di(t di(t
= (L1 + L) d(t):Leq d(t) Leg=1L1+ Ly, O

b) Inductores en paralelo
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En una asociaciéon de dos inductores en para-
lelo la corriente i(t) que fluye desde el punto
A se divide en dos corrientes, i1 (t) e is(t), que
pasan por L; y Lo, respectivamente. Aplican-
do el principio de conservacion de la carga y
las relaciones entre corriente y voltaje encon-
tradas en la cuestion 8.7, se tiene que cumplir

que:
i(t) =i1(t) +i2(t) =
= i(t)zil(to)JrLil/t m(t)dt+z'2(to)+Li2/t vo(t)dt =

= i1(to) + i2(to) + (Lil * Liz)

= = —+—. O
Leq Ll L2

En la ecuacion anterior se ha usado que en una asociacién en paralelo los inductores
se encuentran bajo la misma caida de potencial, v(t) = v1(t) = vq(t), y el principio de
conservacion de la carga en tg, i(tg) = i1(to) + i2(to)-

Inductores en serie: Inductores en paralelo:

1 1 1
Leq:L1+L2. L :fl+f2
eq

Cuestion 8.9 — Precaucion ante campos magnéticos. ; Recomendaria a alguien
con un marcapasos (que puede tener componentes electrénicos muy sensibles) entrar
en una habitacion donde existen campos magnéticos muy intensos no uniformes
(por ejemplo, una habitaciéon con un escaner de resonancia magnética)?

Solucion:

No, no se recomienda. En una sala de MRI, los campos magnéticos son extrema-
damente intensos (del orden de varios teslas) y pueden ser altamente no uniformes.
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Un marcapasos contiene componentes electronicos sensibles que pueden actuar como
circuitos susceptibles a la induccién electromagnética. Si paciente se mueve en ese
entorno de campos magnéticos variables en el espacio, se pueden inducir corrientes no
deseadas en su circuito interno. Estas corrientes pueden interferir con su funciona-
miento, provocando desde un mal funcionamiento temporal hasta fallos completos del
dispositivo, lo que representa un riesgo grave para la salud del paciente.
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8.8 Problemas

Problema 8.1 — Lampara. En la imagen de la figura se representa un mecanismo
para encender una lampara sin conexiéon a una fuente de energia externa. Para
ello se dispone de una bombilla conectada a dos cables conductores separados
una distancia [ = 50 cm. Sobre estos railes conductores se desplaza una barra
conductora con velocidad v = 0.4 jm/s. Este circuito se ubica en una region del
espacio en la que existe un campo magnético uniforme B = 0.3 k T. Determine la
fem inducida en el circuito y la corriente inducida en la bombilla.

Nota: Puede considerar la bombilla como una resistencia de valor R = 3 ). Ademds
puede considerar los cables y la barra como conductores ideales.

Solucion:
I) Analisis del problema
1Y

El enunciado plantea un caso en el que tenemos una bombilla (que podemos ver
como una resistencia) en el seno de un campo magnético uniforme y constante. Esta
bombilla esta conectada a un circuito cuya superficie aumenta a medida que la barra
conductora se desplaza. Por tanto, existe una variaciéon temporal del flujo magnético
que induciréd una fem y una corriente en el circuito y en la bombilla.

(IT) Resolucioén del problema

Para calcular la fem inducida calculamos primero el flujo magnético mediante la
ecuacion (7.8):

By — /SB -dS = BS(t) = Bly(t).

Podemos obtener la fem inducida a partir de la ley de Faraday (ecuacion (8.1)):
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Aoy d dy(t)
=——=——(B =—-Bl——- =—-Blv=-03T0. 4 = —0. .
& o o (Bly(t)) l o lv 0.3T0.5m0.4m/s 0.06 V

Por tanto, vemos como la barra deslizante genera una fem inducida en el circuito. La
corriente inducida que circula por la bombilla podré obtenerse a partir de la aplicacion
de la ley de Ohm (ecuacion (4.3)):

La corriente es negativa como resultado de la aplicaciéon de la ley de Lenz.
Esto nos indica que la corriente inducida se opone a la variaciéon de flujo que la
produce. Por tanto, aparece en el circuito una corriente en sentido horario para
generar lineas de campo en la direcciéon negativa del eje z que se opongan al
campo magnético original.

La fem inducida en el circuito es —0.06 V y la corriente inducida que circula
por la bombilla es —0.02 A.

Autoinduccién e inductancia

Problema 8.2 — Inductancia solenoide. a) Calcule la inductancia de un solenoide
de seccion transversal A = 5 cm? con 100 vueltas y 207 cm de longitud por el que
circula una corriente I = 100 A.

b) Obtenga la fem autoinducida en el solenoide sabiendo que la corriente en el
solenoide disminuye de 100 mA a O mA en 1s.

Nota: Puede calcular el solenoide ideal.

Solucion:

a) Podemos calcular la inductancia de un solenoide haciendo uso de la ecuacion (8.4):

P
Opy=LI = L:TB.

En la ecuacion anterior vemos que para calcular la inductancia del solenoide, antes
debemos conocer el flujo magnético que produce. Para calcularlo que el solenoide ideal
esta formado por N espiras circulares de seccidon transversal A. Por tanto, su flujo
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correspondera con N veces el flujo de una espira individual. Calculamos primero el
flujo de dicha espira:

N
@B,l:/B-dS:/BdS:BA:MOTIA.
S S

En la ecuaciéon anterior se ha tenido en cuenta que el campo magnético del solenoide
es uniforme en el interior del solenoide y que su valor es el que ya se calcul6 en la
cuestion 7.12.

Por tanto, para las N espiras que forman el solenoide ideal, el flujo sera:

2

N
CI)B = N(I)BJ = H,OTIA

Y, por tanto, volviendo a la primera ecuaciéon que se obtuvo en este problema, la
inductancia del solenoide es:

Oy N? 100
L=2"8 o A—dr 107 N/AZ—
Ho= T /A S 0% m

7 5-107*m?=5-10"°H = 50 pH.

b)
La fem autoinducida se puede calcular a partir de la ecuacion (8.3):

di(t)
dt

& =—L =-5-10°H (—=100A/s) =5-10*V = 5mV.

En la ecuaciéon anterior se ha utilizado que la corriente disminuye a una razoéon

A — 100 A/s.

La inductancia del solenoide es 50 uH y la fem autoinducida en ella es 5 mV.

Problema 8.3 — Circuito RL. Determine la resistencia de un circuito RL donde la
inductancia tiene un valor L = 3 H y la corriente alcanza el 80 % de su valor final
en un tiempo t = 5s.

Solucion:

Sabemos que la corriente en cualquier instante en un circuito RL viene dada por la
ecuacion (8.6):
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ity =1I; (1—e"7),
donde Iy =V/Ry t=L/R.

Sabiendo que el circuito tiene una inductancia de L = 3 H buscamos el valor de la
resistencia para que la corriente sea el 80 % de su valor final en t = 5.

it=58)=I;(1-e)=08l; = 1-e"=08 = " =02

LIn0.2 Hin0.2
oottt o2 = g D02 SHIO

- =0.97 Q.
T L/R t 5s

En estas condiciones, el valor de la resistencia del circuito RL es R = 0.97 2.

Problema 8.4 — Energia de un circuito RL. Considere un circuito RL con una
bobina de inductancia L = 2 H en serie con una resistencia R = 100 €2, una fuente
de tension de V' = 50V, y un interruptor que cierra en un tiempo t = 0. Calcule la
energia entregada por la fuente al circuito cuando ha pasado 1 segundo.

Solucion:

Podemos calcular la energia que entrega la fuente al circuito usando las relaciones
encontradas en la seccion 8.6 y el célculo de la energia a partir de la potencia para
una corriente que varia en el tiempo:

t=1s t=1s t=1s
Ufem = / Pfem(t)dt = / VZ(t)dt = / Vl(t)dt =
0 0 0
0

t=1s t—1s
= / Vlf (1 - e—t/'r) dt = V[f/ (1 _ e—t/'r) dt — V[f [t 4 Te_t/T} t=ls _
0 0

VQ L t=1s V2 L L t=1s
_ |y EtrE _ |y ZtRiL _ 2 _
R { TR, R|'TER R,

2 2H —1s1 2H
(50 V) {1 s R } —24517].

e 2zH -
100 Q2 100 Q2 100 Q2

Expresion de U en funcion de P no vista en clase como tal. Mencionar en algtn sitio?

La energfa del circuito entregada por la fuente al circuito RL es U = 24.5 J.
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Problema 8.5 — Circuito RLC. Dado el circuito de la figura, calcule la energia
almacenada por la bobina y por el condensador. Datos V = 6V, Ry = 2 (),
R2:4Q, L1:1H, L2:2Hy0205F

Nota: Puede considerar que se ha alcanzado el equilibrio.

Solucion:

Anadir en algin sitio las curvas de corriente y carga de un circuito RC en carga y
descarga. Hacer referencia a ellas en este ejercicio para dejar claro que cuando se
alcanza el equilibrio la corriente es nula.

(I) Analisis del problema

Como vimos en el problema 8.5, cuando ya se ha alcanzado el equilibrio podemos
considerar que el condensador se habra cargado por completo de tal forma que la
corriente que circula por él es nula (I3 = 0). Por tanto, en esta situaciéon podemos
considerar al condensador como un circuito abierto.

Con respecto a las bobinas L y Lo,
podemos considerar que una vez al-
canzado el equilibro la corriente que
pasa por ellas es méaxima (Figuras
de corriente) y, por tanto, podremos
considerarlas como un camino de re-
sistencia nula, es decir, un cortocir-
cuito.

Con todo, el circuito queda con una tinica malla en la que solo hay una tinica corriente
(I; = 1), como se muestra en la figura.

Para calcular las magnitudes que se piden en el enunciado debemos tener en cuenta
lo siguiente:

= Fnergia almacenada en las bobinas: Podemos calcularlas a partir de la ecuacion

(8.5):
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1
UL = 5[;[2,

Por tanto, para poder calcular la energia almacenada en cada bobina, antes
debemos conocer la corriente que las atraviesa.

= Energia almacenada en el condensador: Podemos calcularla a partir de la
ecuacion (6.4):

1
Ue = -CV?,
2
Por tanto, para poder calcular la energia almacenada en el condensador, antes
debemos conocer su caida de potencial.

(IT) Resolucién del problema

Como hemos visto en el anélisis del problema, en el circuito solo hay una corriente,
I; = I,. Podemos obtener su valor aplicando ley de Ohm sobre la combinacion de
resistencias en serie R; Y Rs:

V. _ 6 ,_
Ri+Ry, 244

L =1, = 1A

Conocido el valor de la corriente, el calculo de la energia almacenada en las bobinas
es directo:

1 1
Up, = 5Llff =511 (1A)>=051J.
1 2 1 2

Para calcular el valor de la caida de tension en el condensador, observamos que es
igual a la caida de potencial en la resistencia R,. Esta caida de potencial puede ser
calculada facilmente mediante un divisor de tensiéon como vimos en la cuestion 5.10:

Ry 4 kQ

Ry + Ry 6 2 kO + 4 kO

Vo =Vg, =V

Conocida la caida de potencial en C| el calculo de la energia almacenada en el
condensador es directo:

1 1
Uc = 5ng = 505F (4V)>=41.
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Las almacenadas en Ly, Ly y C son Up,, = 05J, Ur, = 1Jy Uc = 41,

respectivamente.
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[9. Circuitos de Corriente Alterna

En el Tema 5 definimos los circuitos eléctricos y los tipos que podiamos encontrar en
funcién del movimiento de las cargas en ellos. En dicho tema nos centramos en los
circuitos de corriente continua, DC' donde las cargas se mueven siempre en la misma
direccion. En este tema nos centraremos en los circuitos de corriente alterna, AC,
donde la corriente se caracteriza por una variacion periédica tanto en magnitud como
en direccion.

9.1 Senales Alternas

Hablaremos de senal alterna para referirnos tanto una intensidad de corriente como
a un voltaje cuyas magnitud y direcciéon varian de manera periddica en el tiempo.
Aunque existen diferentes tipos de senales alternas (cuadrada, triangular, dientes de
sierra o pulso, entre otras), en este tema centraremos nuestro estudio en las senales
alternas sinusoidales. La forma matematica general de este tipo de senales se
expresa de la siguiente manera:

Senal alterna de intensidad de corriente sinusoidal, i(t)

El simbolo y la forma general de una fuente de corriente sinusoidal es:

i(t) = Iaa sin (wt + ¢;) . (9.1)
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Senal alterna de voltaje sinusoidal, v(t)

El simbolo y la forma general de una fuente de voltaje sinusoidal es:

V(t) = Ve sin (wt + ¢,,) . (9.2)

Una senal alterna queda completamente caracterizada a partir de:

AmplitUd deimq! ‘/’NZ,(I;IT! 1772,(1(17

Indica el valor pico o méximo que alcanza la senal.

Alternativamente a la amplitud maxima, en una senal alterna se pueden indicar las
siguientes magnitudes:

Amplitud pico a pico, V,,, I,,: diferencia entre los valores méximos y minimos de
la senal alterna. Para una senal sinusoidal se cumple que el valor de amplitud pico a
pico es el doble de la amplitud maxima:

V;Op = 2Vmax> [pp = 2Ima;r:- (93)

Amplitud eficaz o root mean square (rms), V,,,1,,: determina el valor equivalente
de una senal alterna que produciria la misma disipaciéon de potencia en una resistencia
que una senal continua de ese mismo valor. Para una senal sinusoidal se calcula como:

ax Imam
I, = -ma (9.4)

Ver =

@ Recuerde que magnitudes en mayuscula (V, I) indican que no existen variacion
temporal. Por el contrario, cuando las magnitudes se expresan en mintscula
(v(t), i(t)) indican una dependencia temporal.

Frecuencia angular, w

Determina la velocidad con la que la senal oscila. Se mide en radianes por segundo

(rad/s).

w=2rf=—. (9.5)
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Frecuencia, f: nimero de ciclos por segundo que completa la senal. Se mide en
herzios (Hz).

Periodo, T': tiempo que tarda la senal en completar un ciclo completo o, alternativa-
mente, tiempo que tarda la senal en repetirse. Se mide en segundos.

T = (9.6)

1
-
Fase, ¢,, ¢;

Fase inicial de la sefial. Angulo que determina la posicion relativa de la sefial alterna
en el instante t = 0.

Desfase entre dos senales, A¢: determina la diferencia de fase entre dos senales
alternas de la misma frecuencia o, alternativamente, la diferencia angular entre dos
ondas en el mismo punto del tiempo.

AP = wAt. (9.7)

Diremos que una sefial a(t) esta adelantada respecto a otra b(t) si A¢ = ¢ — ¢, > 0.
Por el contrario, diremos que a(t) esté retrasada respecto a b(t) si Ap = ¢y, — ¢y < 0.

Componentes pasivos en circuitos AC

Resistencias en circuitos AC

Cuando una resistencia se somete a una tensiéon alterna

0(t) = Vinag sin(wt + ¢),

desarrolla una corriente
i(t) = Lnae sin(wt + ¢).

Donde I,,,, se relaciona con V., a par-
tir de la siguiente expresion:

Vmax
Loz = 7 (9.8)
Por tanto, podemos concluir que para
un voltaje sinusoidal, la caida de poten-
cial en una resistencia y la corriente que
la atraviesan estan siempre en fase.
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9.2.2 Inductores en circuitos AC
Cuando un inductor se somete a una tensién alterna

v(t) = Vipae sin(wt + ¢),
desarrolla una corriente

i(t) = Lpee sin(wt + ¢ — g>.

Donde 1I,,,, se relaciona con V,,., a partir de la siguiente expresion:

(9.9)

En la ecuacion anterior, X recibe el nombre
de reactancia inductiva y es la magnitud
que cuantifica la oposicion ofrecida por el in-
ductor al paso de corriente alterna. Su unidad
en el SI es el ohmio, €.

X; = Luw. (9.10)

Podemos concluir que la corriente que atra-
viesa un inductor tiene un desfase de —7/2
con respecto a la caida de potencial que se
establece entre sus extremos.

9.2.3 Condensadores en circuitos AC
Cuando un condensador se somete a una tension alterna

0(t) = Vs sin(wt + ¢),

desarrolla una corriente

i(t) = Iae sin(wi + 6 + g).

Donde I,,,. se relaciona con V,,,, a partir de la siguiente expresion:

oz = . (9.11)
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En la ecuaciéon anterior, X, recibe el nombre
de capacitiva y es la magnitud que cuantifica
la oposicion ofrecida por el condensador al
paso de corriente alterna. Su unidad en el ST
es el ohmio, ().

1
 Cw’
Podemos concluir que la corriente que atra-
viesa un condensador tiene un desfase de 7 /2
con respecto a la caida de potencial que se
establece entre sus extremos.

Xc (9.12)

Notese que tanto la reactancia inductiva, X, como la capacitiva, X, dependen
de la frecuencia. En concreto, X, es directamente proporcional a la frecuencia
mientras que X¢ es inversamente proporcional a esta. Como consecuencia un
inductor presenta mayor oposiciéon al paso de corriente a frecuencias altas. Por
el contrario, un condensador presenta una mayor oposicién al paso de corriente
a frecuencias bajas. Es por ello que, en funcién de la frecuencia, podemos ver al
inductor y al condensador como:

Frecuencias Bajas Altas

Condensador Circuito Abierto  Cortocircuito

Inductor Cortocircuito Circuito abierto

Potencia

En circuitos de corriente continua, el calculo de la potencia asociada a un componente
venia dada por el producto de la caida de potencial en dicho componente y la corriente
que lo atravesaba. En corriente alterna, la potencia se sigue calculando de igual
manera, pero en este caso debemos tener en cuenta que tanto caida de potencial
como corriente son funciones que depende del tiempo. Es por ello que distinguimos
diferentes potencias:

Potencia instantaneaq, p(t)

Potencia asociada a un componente del circuito en un instante de tiempo especifico.
Al igual que voltaje y corriente, esta potencia sera una funcién del tiempo:

2(t)

p(t) =v(t)i(t) =i*(t)R = i (9.13)

En las relaciones anteriores, al igual que se hizo en la seccion 4.3.
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Teniendo en cuenta estas relaciones, es directo demostrar que:

V2
Pmax = Vmamlmax = Ifmm; = %- (914)

Potencia promedio, P(t)

Potencia que indica el valor promedio de la potencia instantanea en un periodo
completo de la senal alterna. Por tanto, representa la potencia neta que se disipa o
genera en el componente del circuito.

P % /0 p(t)dt = % /0 o(B)i(t)dt. (9.15)

Fasores. Representacion compleja de senales AC

El anélisis de circuitos AC con combinaciones de resistencias, inductores y condensa-
dores puede ser complejo debido a la presencia de derivadas e integrales temporales
en sus ecuaciones. Para facilitar este estudio, recurriremos a una representacion de
las senales alternas en el dominio de la variable compleja utilizando la notacion de
fasores.

Para ello utilizamos que cualquier senal alterna sinusoidal f(t) = F,q. sin(wt + ¢)
puede ser representada como la parte imaginaria del ntmero complejo F = Fqpe! @ t?)
donde j = v/—1 es la unidad imaginaria o compleja. Esta representacién compleja F
se conoce como fasor de la senal alterna f(t).

La principal ventaja del uso de fasores es que transforman las ecuaciones diferenciales
que describen el comportamiento de los circuitos AC en ecuaciones algebraicas. Por
ejemplo, la derivada temporal de un fasor equivale a su multiplicaciéon por jw, mientras
que su integral equivale a su divisiéon por jw.

Fasor de voltgje, V

V= V0ot = g(t) = Im{V} = Vo sin(wt + ¢y). (9.16)

Fasor de corriente, 7

T = o) = () = Im{Z} = Lpae sin(wt + ¢;). (9.17)
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Impedancias

La impedancia, Z, de un componente en un circuito AC se define como la relacion
fasorial entre el voltaje, V, que existe en dicho elemento y la corriente , Z, que lo
atraviesa:

4 %
Z=—. (9.18)

E— — T

Esta ecuacion es una generalizacion de la ley de Ohm en circuitos DC por lo que la
impedancia cuantifica la oposiciéon que un componente circuital presenta al paso de
corriente alterna.

La ventaja principal del uso de impedancias es que permiten analizar circuitos AC
de manera analoga a los circuitos DC' de manera que combinaciones de resistencias,
condensadores y /o inductores podran tratarse como impedancias equivalentes. Para
ello debemos tener en cuenta que el valor de impedancia para cada tipo es distinto
como se muestra en la siguiente tabla:

Componente Z
Resistencia, R Zr =R
Condensador, C  Zo = % = —jX¢

Inductor, L Z, =jXp,

Es, por tanto, importante destacar que las impedancias se pueden asociar en combi-
naciones en serie y paralelo de manera similar a como se hacia con las resistencias en
circuitos DC' para obtener una impedancia equivalente:

Impedancias en serie

Dos o mas impedancias estan en serie si por ellas pasa la misma corriente. En
esta situacion, podemos afirmar que en una asociacion de n impedancias en serie, la
impedancia equivalente es igual a la suma de las impedancias individuales.

Zeq = zn:Zz (919)

Impedancias en paralelo

Dos o mas impedancias estan en paralelo si entre sus extremos se establece la
misma caida de potencial. En esta situacién, podemos afirmar que en una asociacion
de n impedancias en paralelo, el inverso de la impedancia equivalente es igual a la
suma de los inversos de las impedancias individuales.
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1 "1
=y 9.20
ERP It (9.20)

9.6 Circuito RLC
9.7 Transformador

Un transformador es un dispositivo capaz de cambiar la amplitud de senales alternas.

Ny
N

p

V, =2V, (9.21)
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9.8 Cuestiones

Senales Alternas

Cuestion 9.1 — Caracterizacion de senales alternas. En la figura se muestran
senales alternas de a) voltaje (v(t)) y b) corriente (i(¢)). En cada gréfica se presentan
dos senales, una con fase inicial cero (linea continua azul) y otra desfasada respecto
a la primera (linea discontinua naranja). Para cada senal determine: amplitud
maxima, amplitud pico a pico, periodo, frecuencia y desfase (en radianes) entre las
senales tomando como referencia la senal con fase cero. Indique también para cada
caso la féormula general que la describe cada senal en funcion del tiempo.

Solucion:

a) Senales de voltaje

Amplitud méx.: V,,.. =4 V.
Amplitud pp: V,, =8 V.
Periodo: T'=1s.

Frec.: f =1/T = 1Hz.

Frec. ang.: w = 27 f = 27 rad/s.

Desfase vy (t) — va(t):
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1
Ap = Atw = (t) —t2)w = (1 — 0.75s) 27 rad /s = Z27T rad = g rad.
Forma general:

v1(t) =4 Vsin (27 rad/s t), v9(t) = 4 Vsin (27r rad/s t + g) :

b) Senales de corriente

Amplitud méx.: V,.. =5 V.
Amplitud pp: V,, =10 V.
Periodo: T'= 1s.

Frec.: f =1/T = 1Hz.

Frec. ang.: w = 27 f = 2x rad/s.

Desfase vy (t) — va(t):

1
Ap = Atw = (t; —t2)w = (—0.75 — 0s) 2w rad/s = —2127T rad = —g rad.
Forma general:
’Ll(t) =5 Vsin (27’(’ rad/s t) , 7,2<t) = 5Vsin <27T rad/s t— g) .

En la figura a) tenemos dos seniales alternas de voltaje que vienen dadas por:

v1(t) =4 Vsin (27 rad/s t), va(t) =4 Vsin (27T rad/s t + g) .

En la figura b) tenemos dos senales alternas de corriente que vienen dadas por:

i1(t) = 5 Vsin (27 rad/s t) , ia(t) = 5 Vsin (27T rad/s t — g) .
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Cuestion 9.2 — Valor eficaz onda cuadrada. De forma general el valor eficaz (o
rms) de cualquier sefial alterna f(¢) con periodo T se define como

1 T
Fef = ?/O 22dt.

Determine el valor eficaz de las siguientes ondas cuadradas:

2) o(t) = A si0<t<Z b) v(t) = A si0<t<Z
0 sifZ<t<T. —A silT<t<T

Solucion:

Calculamos el valor eficaz de la senal v(t) a partir de la definicion que se muestra en
el enunciado:

1 T
V= ?/0 v2(t)dt.

Veamos el valor eficaz en cada caso:

N

v 7
Vi = %/0 v2(t)dt+%/T v%t)dt-\/%/o A?dt_,/%fpg_%.

b)

1 [ 1 /7 1 (= e
Vey = T/o v2(t)dt+f/ v (t)dt = 1_“/0 A?dt+1:/T<—A)2dt—

T

1 . 7T 1 T 1.7
S22 g2 R Y 5 e P Jul
\/TA 2+TA (T 2) 2TA 5 A.

‘ El valor eficaz de la senal cuadrada de amplitud A (valor méximo A y minimo

0) es Vo = N3 El valor eficaz de la senial cuadrada de amplitud 24 (valor

maximo A y minimo —A) es Vo = A.
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Componentes pasivos en circuitos AC

Cuestion 9.3 — Resistencias en AC. Demuestre que la corriente eléctrica y la
tension en una resistencia en AC' estan en fase. Ademas, indique la equivalencia
Vinaz — Imaz €1 este caso.

Supongamos un circuito formado por una resisten-
cia R a la que se le aplica entre sus extremos un
voltaje alterno de valor:

v(t) = Vipaa sin(wt).

Aplicando la segunda regla de Kirchhoff en este circuito tenemos:

v(t) —i(t) R=0 = i(t)= i};) = % sin(wt) = e sin(wt).

En la ecuacion anterior podemos ver que el desfase entre v(t) e i(t) es nulo y, por
tanto, voltaje y corriente estdn en fase en una resistencia en AC. Ademas en dicha
ecuacion podemos apreciar que la equivalencia V00 — Inae €8:

Vmam = Imam R.

Cuestion 9.4 — Inductores en AC. Demuestre que la corriente eléctrica tiene un
desfase de —m/2 con respecto a la tension en un inductor en AC estan en fase.
Ademés, indique la equivalencia V., — I ). €n este caso.

Supongamos un circuito formado por un inductor
L al que se le aplica entre sus extremos un voltaje
alterno de valor:

v(t) = Vipae sin(wt).

Aplicando la segunda regla de Kirchhoff en este circuito tenemos:

v(t) — Ldil—(tt) =0 = d;—(tt) = ? = di(t) = VTZM sin(wt)dt.
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Integrando en el tiempo en ambos lados de la igualdad®:

max max . Vmax
Z(t) = — L COS(wt) = Sln(wt — E) — XL

T s
(Wt — =) = g sin(wt — =).
- " 5 sin(w ) sin(w 2)

2

En la ecuacion anterior podemos ver que la corriente eléctrica tiene un desfase de
—m/2 con respecto a la tension en un inductor en AC. Ademas en dicha ecuacion
podemos apreciar que la equivalencia V40 — Inae €8:

Vmaa: - ImanL = Imaach'

Cuestion 9.5 — Condensadores en AC. Demuestre que la corriente eléctrica tiene
un desfase de 7/2 con respecto a la tension en un condensador en AC estéan en
fase. Ademas, indique la equivalencia V;,,; — Lnae €n este caso.

Supongamos un circuito formado por un conden-
sador C' al que se le aplica entre sus extremos un
voltaje alterno de valor:

V(t) = Vinaa sin(wt).

Aplicando la segunda regla de Kirchhoff en este circuito tenemos:
v(t)——==0 = q(t)=Cv(t) = CVyesin(wT) =

i(t) = d((]i—it) = % (CVinaz sin(wT)) .

Derivando respecto al tiempo en ambos lados de la igualdad?:

Vmaw . .
i(t) = VinaaCw cos(wt) = Ve Cw sin(wt + z) = sin(wt + z) = Lnae sin(wt + E).
2 T X, 9 9

'En la expresion que sigue se utiliza la igualdad trigonométrica cosa = — sin(a — 7)

En la expresion que sigue se utiliza la igualdad trigonométrica cosa = sin(a + %)
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En la ecuacion anterior podemos ver que la corriente eléctrica tiene un desfase de
7/2 con respecto a la tension en un condensador en AC. Ademés en dicha ecuacion
podemos apreciar que la equivalencia V0 — Inae €S:

Vmaz = ImaxXC - ImCLZB .
Potencia

Cuestion 9.6 — Potencia promedio R en AC. a) A partir de las relaciones de
voltaje y corriente alternas en una resistencia vistas en la seccion 9.2.1, demuestre
que la potencia promedio en una resistencia bajo AC' es

= I
P — Vmax max .
2

b) A partir de la expresion demostrada en el apartado anterior, demuestre que

D 2
P=1I%R.

c) Demuestre que para una resistencia en AC

Pz = 2P.

a) Ya hemos visto en la seccion 9.2.1 que en una resistencia bajo una tension alterna,
la caida de potencial y la corriente estan en fase:

v(t) = Vipae sin(wt),  i(t) = Lypae sin(wt).

La potencia promedio en una resistencia se puede calcular a partir de estas relaciones
y de la ecuacion (9.15):

_ 1 (T 1 /7 e )
P: _— P ) == — I =
T/o p(t)dt T/o v(t)i(t)dt T/o Vinaz Imazsen® (wt)dt

T

0

1 1 t  sin(2wt)
T 2 4w

T
- _Vmamlmaz/ S€n2(Wt)dt - _Vmamlmam |:_ -
T 0
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1 Vo T  sin(2wT) 0 sin(2w0) T  sin( 22”T)
- T max-max 2 4w 4w maa) max 2 -
1 T  sin(4m) VinazImaz _ V mazLmaz

En la resolucion de la potencia promedio anterior se ha calculado la integral anterior
sabiendo que:

Y se ha tenido en cuenta que w =27 f =

b) En la seccion 9.2.1 vimos que la relacion V4. — Inee para una resistencia en AC
es:

Vinas = ImaaR. (9.C.1)

Sustituyendo este valor en la demostracion de la potencia promedio del apartado
anterior:

_ I _ 2
P — Vmax max — P Imaw R )
2 2

Y, teniendo en cuenta la relaciéon entre corriente méxima y corriente eficaz, ecuacion

(9.4):

_ [2 R 2] R
2 2

c¢) Usando la relacion entre la potencia promedio y la corriente méaxima del apartado
anterior y la ecuacion (9.14), podemos ver que:

_ 2 R P _
P = m‘; = = P =2P. [

Cuestion 9.7 — Potencia promedio C'y L en AC. a) A partir de las relaciones de
voltaje y corriente alternas en un condensador vistas en la seccién 9.2.3, demuestre
que la potencia promedio en un condensador bajo AC es nula, Po = 0.
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b) A partir de las relaciones de voltaje y corriente alternas en un inductor vistas
en la seccion 9.2.2, demuestre que la potencia promedio en un inductor bajo AC' es
nula, P, = 0.

a) Ya hemos visto en la seccion 9.2.2 que en un inductor bajo una tension alterna, la
caida de potencial y la corriente tienen un desfase de —m/2:

o(t) = Vi Sin(wt), i(#) = e sinft — ).

La potencia promedio en un inductor se puede calcular a partir de estas relaciones y
de la ecuacion (9.15):

1T 1 [T I
P= ?/O p(t)dt = T/o v(t)i(t)dt = T/o Vinaz Imaz sin(wt) sin (wt — g) dt =

1 4 1 T sin(2wt
= TVmamImax/O sin(wt)(— cos(wt))dt = —TVmMImax/O &;)dt =
1 20t)1" 1 20T 2
_ Ly ~ cos(2wt) v cos(2wT)  cos(2w0) _
T 4w 0 w 4w

1

= _vmaxlmax [

T )

2
cos(2FT) 1} 1 B _

En la resolucion de la potencia promedio anterior se ha calculado usando las siguientes
relaciones trigonométricas:

sin(2ax)

sin <ax - g) = — cos(ax), sin(az) cos(ax) = 5

2r

Y se ha tenido en cuenta que w = 27 f = =%,

b) Ya hemos visto en la secciéon 9.2.3 que en un condensador bajo una tension alterna,
la caida de potencial y la corriente tienen un desfase de m/2:

V() = Vinao sin(wt),  i(t) = Lnae sin(wt + g),



9.8 Cuestiones 217

La potencia promedio en un condensador se puede calcular a partir de estas relaciones
y de la ecuacion (9.15):

_ T r 17 T
P /0 p(t)dt = /O oDt = /0 Vi s sin(eot)sin (st + 7 ) e =

1 T 1 T sin(2uwt

= =VimasInas /O sin(wt) cos(wt)dt = = Vinae Inas /0 %dt:

1 cos(2wt) " 1 cos(2wT)  cos(2w0)
- _Vmaxjma:c I — = __Vmaxjmax - =

T [ 4w L T [ w 4w
1 cos(2%T) 1 _

= —— I T =—= I 1—-1| = P-=0. 0O

Tvmaw mazx |: Ao :| TVmam max [ ] 0 = C 0

En la resoluciéon de la potencia promedio anterior se ha calculado usando las siguientes
relaciones trigonométricas:

sin(2ax)

sin (ax + g) = cos(ax), sin(az) cos(ax) = )

Y se ha tenido en cuenta que w = 27 f = 2%

Fasores. Representacion compleja de senales

Cuestion 9.8 — Relacion fasor-senal alterna. a) Demuestre que la parte imaginaria
del fasor F = F,,,.¢/*! puede interpretarse como la sefial alterna f (t).

b) Demuestre que derivar temporalmente un fasor es equivalente a multiplicar el
fasor por jw.

¢) Demuestre que integrar en el tiempo un fasor es equivalente a dividir el fasor
por jw.

a) Supongamos un fasor F = F,..¢*!. Su parte imaginaria se calcula como:

Im{F} = Im{F0e“ T} = Im{ Fpp0z (cos(wt + @) + jsin(wt + ¢))} =
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= Fasin(wt +¢) = f(t) O

b) Derivamos en el tiempo el fasor F:

AF  dF, et

= M B = jwF. O

b) Integramos en el tiempo el fasor F:

: 1 . 1
/th = /FmaerWtdt = ,—FmaxGJWt =—F. U
Jw Jw

Impedancias

Cuestion 9.9 — Impedancia de R, C y L. Usando las relaciones de tension y
corriente obtenidas en la seccion 9.2 para resistencias, condensadores e inductores,
obtenga la impedancia de cada componente.

Solucion:

(I) Resistencia

Sabemos que una resistencia en un circuito AC
tiene un voltaje y una corriente:

v(t) = Vinas sin(wt+¢), i(t) = Lyax sin(wt+¢).

Para hallar la impedancia de R, pasamos a notacion
fasorial el voltaje y la corriente en R:

V = Voo™, L= Lgee ).

Calculamos la impedancia como el cociente entre
los fasores V y Z:

En la dltima expresion se ha usado la relacion entre

Vinaz — Imaz de la ecuacion (9.8).

Zr

(IT) Condensador
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Sabemos que un condensador en un circuito AC
tiene un voltaje y una corriente:

V() = Vi Sin(wt+0),  i(t) = Inas sin(wt—l—qb—l—g).

Para hallar la impedancia de C, pasamos a notacion
fasorial el voltaje y la corriente en C:

V — VmaerWt+¢7 Z = Imaxej(wt+¢+%)

Calculamos la impedancia como el cociente entre
los fasores V y Z:

1% V. elwtte) v, ix
z. -2 max _ Imaz % i
“ 1 [ma;pej <Wt+¢+%) Imaa: ‘ )2e

En la ultima expresion se ha empleado la definicion de exponencial compleja:

.z ™ .. T .
e2 =cos — —jsin — = —j.
2 2

Ademas, se ha usado que la relacion entre V40 — Inae vista en la ecuacion (9.11) que
define la reactancia capacitiva:

V,
]ma:c =% = VmaxC .
X “

Por tanto, la impedancia de un inductor es:

1 1

Ze=—jXe = e, = iCw

(III) Inductor
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Sabemos que un inductor en un circuito AC tiene
un voltaje y una corriente:

V() = Vi Sin(wt+0),  i(t) = Inas sin(wt—l—qb—g).

Para hallar la impedancia de L, pasamos a notacion
fasorial el voltaje y la corriente en L:
V = VmaerWt+¢7 I = Imaxej(wt+¢_%)

Calculamos la impedancia como el cociente entre
los fasores V y Z:

V V. eilwtte) Vinaz =
z - L _ max _ Imaz i% iy
- 1 Imaxej (Wt+¢_%) Imaa} ‘ L

En la altima expresion se ha empleado la definicién de exponencial compleja:

2 :(:osz—l—jsinz =]j.
2 2

Ademés, se ha usado que la relacion entre V4, — Inae Vista en la ecuacion (9.9) que
define la reactancia inductiva:

Por tanto, la impedancia de un inductor es:

Z=iX; =jlw.
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El valor de impedancia de resistencias, condensadores e inductores se muestra

en la siguiente tabla:

Componente Z
Resistencia, R Zr =R
Condensador, C' Zs = % = —jX¢

Inductor, L Zr =]jXp

Cuestion 9.10 — Impedancia equivalente. Obtenga la impedancia equivalente de
los siguientes circuitos. Ademaés, determine el valor del voltaje vy () en el circuito

d).
Nota: Exprese los resultados en funcion de R, C' y L.

Solucion:
En el circuito a) tenemos dos condensadores
en paralelo. Sabiendo que la impedancia de un
condensador es Zo = —jX¢, la impedancia
equivalente del circuito es:
z - 201202 o <_jXCI)(_jXCQ) o XClXCQ . XClXC2

B ZCI + ZC'z - _chl _jXCQ B j(Xcl + XCQ) B _JXcl + XCz
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Desarrollando las reactancias capacitivas, la impedancia equivalente queda:

1 1 1
Z, = —j W_CHW_CQ = ] wCiwCy = 1 '
S S ¢ o N ()
wC’1 (A)CQ WCIWCQ

En el circuito b) tenemos dos condensadores
en paralelo. Del apartado a) sabemos que la
impedancia equivalente de dos condensadores
en paralelo es:

1
A S
AT NG+ Cy)

A continuacién nos una combinacién de dos impedancias en serie. Esta combinacion
esta formada por la impedancia de dos condensadores previamente obtenida y la
impedancia de una resistencia, que sabemos que equivale a Zz = R. Por tanto, la
impedancia equivalente es:

) 1
2= Znt 20 = Riyg gy

El circuito ¢) es un RLC con tres componen-
tes en serie. Sabiendo que la impedancia de
un inductor es Z; = j X y las impedancias
de R y C ya utilizadas en los circuitos ante-
riores, la impedancia equivalente del circuito
es:

1
ZCZZR—l-Zc-i-ZL:R—i—j(XL—Xc):R—l—j(Lw—m).

El circuito d es un RC' con dos componentes
en serie. Sabiendo las impedancias de R y
C ya utilizadas en los circuitos anteriores, la
impedancia equivalente del circuito es:
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. o1
Zg=2r+Zc=R—-—jXec=R—-j—.
Cw
I Las impedancias equivalentes de cada circuitos son
1 1
Zo= i B=R—j————,
‘]w(Cl +02) b ‘]w(Cl +CQ)
. 1 : 1
Z.=R+j| Lw——, Zi=Zr+Zc=R—-jX¢=R—j—.
Cw Cw

Circuito RLC

Cuestion 9.11 — Frecuencia de resonancia en un circuito RLC. Demuestre que en
un circuito RLC serie la frecuencia de resonancia no depende de la resistencia del
circuito.

a) En un circuito RLC la frecuencia de resonancia se define como aquella resonancia
a la cual la corriente eficaz del circuito es méaxima. Dicha corriente eficaz puede
calcularse como:

I - Ve Ver
T2 T Rt (XL - XoR

En la expresion anterior se ha utilizado el valor de impedancia equivalente del circuito
RLC que vimos en el apartado ¢ de la cuestion 9.10.

El valor de corriente eficaz serd maximo cuando el denominador sea minimo, es decir,
cuando el médulo de la impedancia del circuito RLC' es minimo. Eso ocurre cuando
las reactancias inductiva y capacitiva son iguales. Por tanto, el valor de la frecuencia
de resonancia, fy, se da cuando X, = X¢:

1 1
=> w=—e = fo=——

2V LC

Como vemos en la expresion anterior, el valor de la frecuencia de resonancia no
depende del valor de la resistencia.

X, =X = LWO:E
0
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Transformador

Cuestion 9.12 — Relacion de corrientes en un transformador. Partiendo del princi-
pio de conservacion de la energia y suponiendo que las bobinas de un transformador
ideal no tienen resistencia, jcomo se relacionan las corrientes en el devanado
primario y en el secundario del transformador?

Solucion:

Sabemos que en un transformador la relacion entre tension en el devanado primario y
secundario es:

N Vi Ng
V=22V, = =22
NP g ‘/;7 Np

Partiendo del principio de conservacion de la energia y asumiendo el transformador
ideal, la potencia en el devanado primario del transformador debe ser igual a la
potencia en su devanado secundario.

Ve I
_ — s _ P
P,=PFP, = VI,=VlI, = ST
p s
Juntando las dos expresiones anteriores obtenemos cémo se relacionan las corrientes
en el devanado primario y en el secundario de un transformador:

Vo Ny I, N
==L = [ =12
Voo Npo s "N,

Las corrientes en el devanado primario y secundario de un transformador se

relacionan a partir de la expresion es:
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9.9 Problemas

Senales Alternas

Problema 9.1 — Alternador. Un alternador es un dispositivo capaz de generar
senales alternas que consta de una bobina (solenoide) de seccion cuadrada S con
N vueltas que gira con una frecuencia angular w bajo un campo magnético B
uniforme y perpendicular al eje de giro de la bobina. Para esta situacion:

a) Deduzca la expresion para el voltaje inducido en la bobina en funcion del tiempo.
Obtenga el valor méximo del voltaje inducido por el alternador.

b) Sabiendo que el alternador produce una tension v(¢) = 100 V sin (wt). Calcule la
corriente eficaz que atraviesa la resistencia si este se conecta a una resistencia de

1 k€.

Solucion:
(I) Analisis del problema

Un alternador es un dispositivo que genera senales alternas a partir de la induccion
de una fem que es provocada mediante la rotacion de las espiras que se encuentran en
un campo magnético uniforme y perpendicular al eje de rotacion. Por tanto, la fem
inducida se provoca por una variacion temporal del flujo magnético que es debida a
la variacion entre el angulo que forman el vector campo magnético, B, y el vector
superficie de la espira, S. Este angulo coincide con el angulo de rotaciéon de la espira,
wt.

(IT) Resolucion del problema

a) El flujo magnético a través de las N espiras que forman la bobina se calcula a
partir de la ecuacion (7.8):

Oy = NB-S = NBS cos(wt).
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Y, la fem inducida mediante la ley de Faraday (ecuacion (8.1)):

_d%s = —NBSi(cos(wt)) = NBSwsin(wt).

E=vlt) =4 AT

Identificando la expresion obtenida con la forma general para senales alternas de

voltaje dada en la ecuacion (9.2), obsevamos que la amplitud o voltaje méaximo coincide
con:

Vinaz = NBSw.

Por tanto, la expresién para el voltaje en funciéon del tiempo es:

V(t) = Vipae sin(wt) = NBSwsin(wt).

b) El alternador produce una tension:

v(t) = Vipaa sin(wt) = 100 V sin(wt).

Por tanto, el voltaje méximo es V., = 100 V. Sabiendo que el alternador se conecta
a una resistencia de valor 1 k{2, podemos hallar la corriente méxima que atraviesa la
resistencia aplicando la ley de Ohm (ecuacion (4.3)):

Viar 100V

[max = R = —1 o) = 100 mA.

Conocida la corriente maxima, calculamos la corriente eficaz aplicando la ecuacion

(9.4):

Imar 100 mA
V2 V2

El alternador que produce una tension v(t) = 100 V sin(wt) cuando se conecta

a la resistencia de 1 k{2 genera una corriente eficaz en la resistencia de 70.7 mA.

= 70.7mA.

Ly =

Componentes pasivos en circuitos AC

Problema 9.2 — Resistencia en AC. Suponga una resistencia de 10 {2 conectada a
una fuente AC de voltaje méaximo 50 V. Para la resistencia, determine:

a) La corriente eficaz,
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b) La potencia promedio,

c¢) La potencia méaxima.

Solucion:

a) Podemos calcular la corriente eficaz relacionando las corrientes maximas y eficaz
mediante la ecuacion (9.4)y, a continuacion, relacionando el voltaje maximo con la
corriente maxima a partir de la ecuacion (9.8):

Imax _ Vma:p _ 50V _ 3
V2 ORV2 1002

b) Podemos calcular la potencia promedio en la resistencia a partir de la expresion
encontrada en el apartado b) de la cuestion 9.6:

5A.

Iy =

P=1I3R=(35A)°10Q=125W.

C) Calculamos la potencia méaxima en la resistencia a partir de la expresion encontrada
en el apartado c) de la cuestion 9.6:

Prow =2P =2125W = 250 W.

La resistencia bajo el voltaje AC' tiene una corriente eficaz Iy = 3.5 A, una
potencia promedio P = 125 W y una potencia méxima P, = 250 W.

Problema 9.3 — Inductores en AC. Suponga un inductor de 20 mH conectado a
una fuente AC de voltaje max 40 V y frecuencia 100 Hz.

a) Determine la reactancia inductiva del inductor,
b) Determine la corriente eficaz en inductor,

¢) Indique qué cambios debe realizar en la configuracion del dispositivo si desea
disminuir la corriente eficaz sin modificar el inductor ni el voltaje maximo al que
se trabaja.

Solucion:

a) Podemos calcular la reactancia inductiva a partir de la ecuacion (9.10):

X, =Lw=L2nf =20-10"3 H27100 Hz = 47 Q = 12.6 0.
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b) Podemos calcular la corriente eficaz relacionando las corrientes maximas y eficaz
mediante la ecuacion (9.4)y, a continuacion, relacionando el voltaje méximo con la
corriente maxima a partir de la ecuacion (9.9):

]max del‘ 40 v
Ly - 22A.

T2 X2 1260v2

¢) Sin cambiar la resistencia ni la tension maxima del circuito, podemos disminuir
la corriente eficaz teniendo en cuenta que la reactancia inductiva es directamente
proporcional a la frecuencia. Ya que la reactancia inductiva es una medida de oposicion
del inductor al paso de corriente, a mayor valor de reactancia inductiva, menor seré
la corriente en el dispositivo. Por tanto, a medida que aumentamos la frecuencia
estaremos disminuyendo la corriente eficaz.

El inductor bajo el voltaje AC tiene una reactancia inductiva Xy = 12.6 Q y
una corriente eficaz I,y = 2.2 A. Si queremos disminuir la corriente eficaz sin
modificar la resistencia ni el voltaje méximo, necesitamos aumentar la frecuencia
de trabajo del generado AC.

Problema 9.4 — Condensadores en AC. Suponga un condesador de 10 uF conec-
tado a una fuente AC de voltaje eficaz 60 V y frecuencia 50 Hz.

a) Determine la reactancia capacitiva del condensador,
b) Determine la corriente méxima en el condensador,

c¢) Indique como afectara a la corriente maxima si triplicamos la frecuencia de
trabajo del generador AC.
Solucion:

a) Podemos calcular la reactancia capacitiva a partir de la ecuacion (9.12):

Lo ! —1049—318319—321{9
Cw C2nf 10-10-6C2750Hz « = T ‘

Xo =

b) Podemos calcular la corriente maxima relacionando el voltaje maximo con la
corriente maxima a partir de la ecuacion (9.9) y, a continuacion, relacionando los
voltajes maximos y eficaz mediante la ecuacion (9.4):

Vma:c o ‘/ef\/i o 60\[\/§

Imam - -
Xeo Xe 3183.1 Q2

=0.027 A = 27 mA.




9.9 Problemas 229

c) Triplicar la frecuencia implica disminuir en un factor tres la corriente maxima
como vemos a continuacion:

_[/ o Vma:c o Vmax . Vmax . vmaz o 1]
mer XL C2nf O2w3f  3Xe 3T

El condensador bajo el voltaje AC' tiene una reactancia capacitiva X¢o = 3.2 k{2
y una corriente maxima I,,q, = 27 mA. Triplicar la frecuencia implica disminuir
en un factor tres la corriente méxima.

Problema 9.5 — Componentes en circuitos AC. La caida de potencial entre los
extremos de un componente en un circuito electronico y la corriente que lo atraviesa
son v(t) = 10sin(10t 4+ 7/3) V y i(t) = 100sin(10¢ + 57/6) A. ;De qué elemento se
trata? Determine el valor de su magnitud caracteristica.

Solucion:

Para descubrir el componente electronico veamos el desfase existente entre corriente y
voltaje. Para ello tengamos en cuenta que la fase de la corriente es ¢; = %” y la del
voltaje es ¢, = Z. Por tanto, el desfase es:

5

N3

T
3

Como vimos en la seccién 9.2 un desfase de 7 entre corriente y voltaje se da en
condensadores.

La magnitud caracteristica del condensador (capacidad) la obtenemos a partir de
la reactancia capacitiva. Para ello tengamos en cuenta que la corriente méxima es
Imaz = 100 A, el voltaje méximo es V4, = 10 V y la frecuencia angular w = 10 rad/s.

Viae _ 10 1
Iee 100 10

Xo =
A partir de la reactancia inductiva, el calculo de la capacidad es directo:

1 1 1
Xc=— = (C=——=——-F=1F.
“7 Cw Xow il()

10

El componente electronico es un condensador ya que el desfase entre corriente
y voltaje es 5. La capacidad del condensador es C' = 1F.
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Impedancias

Problema 9.6 — Corriente i(t) en circuitos AC. Para los circuitos de la cuestién
9.10, determine:

a) Las corrientes i(t) que circulan por C; y Cy si v(t) = 5sin200t Vy Cy = Cy =
0.5-1072F.

b) La corriente i(t) que circula por la impedancia equivalente del circuito si
v(t) =6sin200t V, R=6Qy C; = Cy, =0.25-1072F.

c) La corriente que circula por R, C'y L si v(t) = 10sin200tV, R = 10 Q,
C=05-102FyL=05-10"2H.

d) La corriente que circula por R, y C si v(t) = 4sin200tV, R = 2 Q, C =
0.25-1072F.

Solucion:

Teniendo en cuenta que la fuente de ten-
sion tiene un voltaje v(t) = Viqp sin(wt) =
55in200t Vy C; = Cy = 0.5-1072 F, el fasor
de voltaje correspondiente sera:

V = V™.

En el circuito a) tenemos dos condensadores en paralelo. Por tanto, la caida de tension
en ambos condensadores es la misma, V. Podemos calcular la corriente por cada uno
de ellos, aplicando la ley de Ohm de impedancias como sigue:
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V Vmaerwt Vmam ej (Wt*¢201)

I — — . —
C1 ZCl |ZC1 |€J¢ch |ZC’1 |

Calculamos la corriente i(t) en C calculando la parte imaginaria de Z¢,:

ic,(t) =Im{Zg, } = én;j sin (wt — ¢z,,) = % sin (200t — g) = 5sin (200t — g) A.
1

La corriente i(t) en Cy sera igual al estar los condensadores en paralelo y tener igual
valor de capacidad:

ic,(t) = ic, (t) = 5sin (200t — g) A.

En el calculo de los fasores de corriente anteriores se ha utilizado que la impedancia
de cada condensador es:
1
Zo|l=—=14Q,
1 1 | Cl| UJCl

wC, 7200005102 !

ZC1 :j
T
¢ZC1 = §

La impedancia de 'y coincide con la de C; ya que ambos tienen igual valor:

1

Zo)=— =10

1 1 0 0 | C’2| (JJCQ )
=0, ~7200005-102) _
¢ZCQ = §

En el circuito b) tenemos dos condensadores
en paralelo que estén en serie con una resis-
tencia. En el apartado b) de la cuestion 9.10
vimos que la impedancia equivalente en este
caso era:

1
-l =6-] Q=6—jQ.
TG+ 0) 1900(0.25 - 10-2+02510°7 J

Z=2Zp+Z0 =R

Por tanto, el modulo de la impedancia es:
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1 2
|Z|:\/R2+(m) :\/62+12=6.1Q.
1 2

Para calcular la fase del nimero tengamos en cuenta que la impedancia se encuentra
en el cuarto cuadrante del plano complejo (parte real positiva e imaginaria negativa).
Im{Z}
Re{Z}"

Por tanto, la fase se puede calcular como 27 — arctan

1
¢ = 2m — arctan 6 = 6.1 rad.

Si la fuente tiene un voltaje v(t) = Viar sin(wt) = 6sin200t V, el fasor de voltaje
correspondiente sera:

V = V™.

Calculamos el fasor de corriente en la impedancia equivalente aplicando la ley de
Ohm:

B

vy _ M Vnar et-e)
zZ  |Zle |2

Calculamos la corriente i(t) en C calculando la parte imaginaria de Z¢,:

v
sin (200t — 6.1) = 0.8sin (200t — 6.1) A.

i(t) =Im{Z} = Vinas sin (wt — ¢z) = 610

2]

El circuito ¢) es un RLC con tres componen-
tes en serie. La impedancia equivalente del
circuito la calculamos en el apartado ¢) de la
cuestion 9.10:

Q=10 Q.

1
Z.=R+j (Lw— —) =10+ ] (0.5-10—2200—
Cw

0.5 - 10—2200)

Por tanto, el médulo de la impedancia es:

2
|Z|_\/R2+ (Lw—ci) — 100
w




9.9 Problemas 233

Al tratarse de un numero complejo que solo tiene parte real, la fase de la impedancia
es nula:

¢ =0.

Si la fuente tiene un voltaje v(t) = V4, sin(wt) = 10sin 200t V, el fasor de voltaje
correspondiente ser:

V = Vipaw™".

Calculamos el fasor de corriente en la impedancia equivalente aplicando la ley de
Ohm:

T — X _ Vmaxejwt _ Vmaa: j(wt)'
Z |1Z] 2]

Calculamos la corriente i(t) en C; calculando la parte imaginaria de Z¢,:

i(t) = In{T} = 2 gin (wt) = 20 Gin (200¢) = sin (200¢) A.

|Z| 10 ©2
El circuito d) es un RC con dos componen-
tes en serie. La impedancia equivalente del
circuito la calculamos en el apartado d) de la
cuestion 9.10:
Z—R'1—2' Q=2-2j
4= oL T T 00025102 T T

Por tanto, el modulo de la impedancia es:

1 2
1Z] =[R2 + <C—> = V22122 =280Q.
w

Para calcular la fase del niimero tengamos en cuenta que la impedancia se encuentra

en el cuarto cuadrante del plano complejo (parte real positiva e imaginaria negativa).
Im{Z}

Por tanto, la fase se puede calcular como 27 — arctan & )
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2 7
¢:27T—arctan§:27r—%rad:Zwrad.

Si la fuente tiene un voltaje v(t) = Vjae sin(wt) = 4sin 200t V, el fasor de voltaje
correspondiente sera:

V = V,ae€”t.

Calculamos el fasor de corriente en la impedancia equivalente aplicando la ley de
Ohm:

jwt
T — K — Vmam?‘] _ Vmax ej(wt_¢)
z |2ler 2]

Calculamos la corriente i(t) en C; calculando la parte imaginaria de Z¢,:

i(t) =Im{Z} = Vinas sin (wt — ¢z) =

2]

5gq S (QOOt — I) = 1.4sin (200t — Z) A.

Corrientes en el circuito a:

icy (1) = ic, (t) = 5sin (200 — g) A.

Corriente por la impedancia equivalente del circuito b:

i(t) = 0.8sin (200t — 6.1) A.

Corriente en el circuito c:

i(t) = sin (200t) A.

Corriente en el circuito d:

7
i(t) = 1.4sin <200t - I) A.

Problema 9.7 — Filtro RC. Dado el circuito de la figura, llamamos frecuencia de
corte f, = 5—7. Si la senal de entrada es v(t) = Viaq sin(wt)

a) Calcule el valor maximo del voltaje de salida, vy.

b) Estudie el comportamiento de vy para frecuencias mucho menores que f,.
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c) Estudie el comportamiento de vy para f = f..
d) Estudie el comportamiento de v, frecuencias mucho mayores que f..

e) (Lo usaria como un filtro paso bajo o paso alto? ;Por qué?

Solucion:

a)

Para calcular el valor v,(t), primero pasamos
a trabajar con impedancias y fasores. Para
ello tengamos en cuenta que el fasor de voltaje
en el circuito RC es:

V = Vipao€™'.
El valor de V, se puede calcular a partir de un divisor de tension de impedancias.

ZR

V,=V——.
ZC"’ZR

El objetivo es calcular el valor maximo del voltaje de salida, V4., por tanto, es
suficiente con trabajar con el médulo de los fasores anteriores:

‘/o,max = |Vo| = |V‘ﬁ = Vimax al - Vmax % -
2+ Zal o)\ ()
(Cw)? 2 (RCw)?
1 1
= Vmax— = Vma:v

1+(:’7§> 1+(f—>

El valor del voltaje de salida maximo se ha expresado en funciéon de la frecuencia de
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corte con el objetivo de realizar a continuaciéon un estudio en funcién de la frecuencia.
Para ello se ha tenido en cuenta que:

1 1 1

le=5mc T “~RC 0.

b) Estudio a frecuencias bajas.

2
f<<fc = £<<]' = 1+_0%£ = V;J,max%‘/;,maxizo.

f 2o r
c) Estudio a la frecuencia de corte.

1 o V;,ma:r:
V1+1 V2o

f = fc = V:),maa: ~ ‘/i,max
d) Estudio a frecuencias altas.

c 1
f > fc = L ~ 0 = ‘/o,mzzr ~ V:i,max_ = ‘/i,maa%

f val

e) Se trata de un filtro paso alto ya que se atentan las frecuencias bajas.

Anadir figura paso alto.

En un filtro paso alto el valor de voltaje maximo es

0 si f < fe,
1 |4 .
‘/o,max = Vmazx— F———- ‘/o,max ~ e f = fca
1+ (%) V2
f? Vinaz Si f > fe.

Problema 9.8 — Filtro RC. Dado el circuito de la figura, llamamos frecuencia de
corte f. = 5—==. Si la sefial de entrada es v(t) = Vyuqq sin(wt).

2rCR"
a) Calcule el valor maximo del voltaje de salida, .

b) Estudie el comportamiento de vy para frecuencias mucho menores que f,.
c¢) Estudie el comportamiento de vy para =f..

d) Estudie el comportamiento de vy frecuencias mucho mayores que f..
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e) ;Lo usaria como un filtro paso bajo o paso alto? ;Por qué?

Solucion:

a)

Para calcular el valor v,(t), primero pasamos
a trabajar con impedancias y fasores. Para
ello tengamos en cuenta que el fasor de voltaje
en el circuito RC es:

V = Vinaae".

El valor de V, se puede calcular a partir de un divisor de tension de impedancias.

Zc

Vo=Vt
Zo+ Zg

El objetivo es calcular el valor méximo del voltaje de salida, V, yqe, por tanto, es
suficiente con trabajar con el médulo de los fasores anteriores:

1 Cw
‘/o,maz = ’Vo| = DA& = Vmax Co = Vmaz Co =
[Zc + 2al R+ () (RCw) + ($E5)
emE (Cu)?
1 1
= Vmax— = Vmax

14 22 V1+5
C c

El valor del voltaje de salida maximo se ha expresado en funciéon de la frecuencia de
corte con el objetivo de realizar a continuaciéon un estudio en funcién de la frecuencia.
Para ello se ha tenido en cuenta que:

fe
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b) Estudio a frecuencias bajas.

1
f < fc = i ~0 = ‘/;),ma:c ~ ‘/i,max_ = ‘/i,ma:c-

V1

c¢) Estudio a la frecuencia de corte.

1 o V;,ma:r:
V1+1 V2o

f = fc = V;),maa: ~ ‘/i,max

d) Estudio a frecuencias altas.

f 2 f fe
>f = =>1 = 1+ =~ = Vimw = Vine—T ~0.
f>7 2 75T 7

e) Se trata de un filtro paso bajo ya que se atentian las frecuencias altas.

Anadir figura paso alto.

En un filtro paso alto el valor de voltaje méximo es

Vinaz ~ si f < fca
1 Vinaz .
Vo,max = Vinaz —F———. ‘/o,max ~ S1 f = fca
1+ (5) vz
fe 0 si f> fe.

Transformador

Problema 9.9 — Transformador. Imagine que una bateria de 12 V se conecta al
primario (que tiene 1000 vueltas) de un transformador. ;Cuéanto es el voltaje en el
secundario (que tiene 100 vueltas) una vez alcanzado el equilibrio?

Solucion:

Sea un transformador con un voltaje Vp = 12V y nimero de vueltas N, = 1000 en el
devanado primario. Sabiendo que en el devanado secundario tiene N, = 100 vueltas,
podemos determinar el voltaje en dicho devanado mediante la ecuacion (9.21):

N, 100
Vo=V, = ——12V=12V.
L, 7 1000
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El voltaje en el devanado secundario es 1.2 V.

Problema 9.10 — Carga de un ordenador portdtil. La red eléctrica doméstica
proporciona tensiones alternas de amplitud eficaz 230 V. Para realizar la carga de
un ordenador portatil se requiere una tension de 19 V. Para adaptar la alta tension
de la red doméstica a la que se requiere para cargar el portatil, el adaptador de
corriente del ordenador posee en su interior un transformador con un devanado
primario de 1150 vueltas. ; Cuantas vueltas se requieren en el devanado secundario
para obtener un voltaje de 19 V?

Solucion: Sea un transformador con un voltaje Vp.r = 230 V y ntimero de vueltas
N, = 1150 en el devanado primario. Sabiendo que en el devanado secundario tiene
un voltaje V; s = 19V, podemos determinar el nimero de vueltas dicho devanado
mediante la ecuacion (9.21):

Vi 19
—N, = —1150 = 95 vueltas.

N,
V==V, = N,=
b 230

Np Vi

El ntimero de vueltas en el devanado primario es 95.






[Repaso matematico

Calculo vectorial

Un vector r, graficamente representado por una fle-
cha, es una cantidad matematica que se caracteriza
por tener:

= Direccion. Orientacion del vector en el espacio.
Graficamente representa la recta continua e
infinita sobre la que se plantea el vector.

s Sentido. Lugar hacia el cual se dirige el vec-
tor a lo largo de la direccion. Se representa
mediante la punta de la flecha que representa
el vector.

s Mdodulo o magnitud. Tamano del vector. Lon-
gitud entre el punto inicial y final del vector.
Se representa mediante 7.

— /2 2 2
r = 7"1,+7"y—|—7“z.

Los vectores se utilizan para representar fenémenos fisicos con magnitud y direccion
como el desplazamiento, la velocidad, la fuerza, el campo eléctrico, el campo magnético
entre otros.

Matematicamente un vector se representa de la siguiente forma:
r=ryi+r,j+r.k=(ry,ry,r,)

Se define como vector unitario aquel vector cuyo moédulo es igual a la unidad. Se
emplea para senalar direcciéon y sentido de un vector.

. T
r=—.
r

Operaciones con vectores

Sean dos vectores r,s € R talesquer =r,i+r,j+rkys=s,i+s,)+s. kyun
escalar a € R se definen las siguientes operaciones con vectores:

Suma y Resta de vectores

ris:(rxisx)i+(7“y:|:sy)j+(rZ:l:sZ)12: —r+seR

Producto de un escalar por un vector
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a-r:a(rxi—f—aryj—l—arz)l% — ar € R®.

Producto escalar de dos vectores

IS =7yS; +7ySy+7r.s, =rscos(rs) —r-sek.

Producto vectorial de dos vectores

~

ik
FPXS=1ry, Ty T = (Tysz - Tzsy> 1+ (Tzsx - T:csz) J+ (TxSy - T?JSCU) k
Sz Sy S
—rxseR3.
Trigonometria

cosa = —sin(a — g)

_ m
cosa = sin(a + 5)

sin(2ax)

sin(az) cos(ar) = 5

Variable compleja

Exponencial compleja:
e!? = cos ¢ + jsin ¢.

e 3% = cos ¢ — jsin ¢.



[Formulqrio de ecuaciones

1. Campo Eléctrico
e Campo eléctrico dist. de carga:

o Cuantizacion de la carga:

qg=7e (1.1) p
E = / Kdp o (1.9)
r
o Ley de Coulomb (Magnitud): c
|q1|]q2| o Distribucién volumétrica:
[Fio| = Fo=k—35— (1.2)

dg = pdV  (1.10)

o Relacion k — gy:

1
b= dmeg (13) o Distribucién superficial:
e Ley de Coulomb:
0142 Qs (1) dg = odS (1.12)

F 12 — k— o = k’—’f’lg
7“ T'
o Distribucién lineal:

e Campo eléctrico:
dg =ML (1.14)

2. Ley de Gauss
e Ley de Gauss:

o Flujo eléctrico:
Qint

@E_%E-ds_ (2.3)
s €0

CDE_/SE-dS (2.1)

3. Potencial Eléctrico
o Trabajo fuerza eléctrica: e Diferencia de potencial:

B B B
W= F-dr—q/ E.dr (3.1) AV:—/ E.dr (33)
A A A

e Diferencia de energia potencial: e Potencial dist. de carga:

’ vk [T @)

AU:—q/ E-dr (3.2)
A r
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e Condensador. Relacion @Q — V:
Q=CV (6.1)

6. Condensadores

o Capacidad cond. placas planas: o Energia almacenada en un cond.:
E()A
— g0 1
C=r=yp (62 U=3QV (64
o Capacidad cond. cilindrico:
271'80[
= 6.3
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