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RESUMEN:

Teoria de Mecanismos y Maquinas (TMM) es una materia troncal de segundo curso de Grado de Ingenieria en Tecnologias
Industriales (GITI) y de los grados especialistas en Ingenieria Mecanica (GIM), en Ingenieria Eléctrica (GIE) y en
Ingenieria en Electrdnica Industrial (GIEI), que se imparten en muchas escuelas de ingenieria a nivel nacional, aunque en
este articulo nos situamos en la Escuela Politécnica Superior de Algeciras (EPS) y en el area de conocimiento de Ingenieria
Mecanica (AIM) perteneciente al Departamento de Ingenieria Industria e Ingenieria Civil de la Universidad de Cadiz.

A través de un Proyecto de Innovacién Docente aprobado por la Comisién de Innovacién Docente de la UCA se consigue
mejorar la coordinacion de TMM en el Plan de Estudios tanto horizontal como vertical. Ello conlleva un conjunto de
propuestas de cambio tanto en la estructura como en la programaciéon (fundamentalmente con el temario) de la
asignatura. También se consiguen unos apuntes de nivelacion necesarios para que los alumnos comiencen a cursar la
asignatura con garantias de éxito. Ambos logros deben repercutir en las tasas de éxito y de rendimiento de TMM.

PALABRAS CLAVE: Coordinacion vertical y horizontal, nivelacion de contenidos, teoria de mecanismos y maquinas.

INTRODUCCION utilidad de nuestra materia para otras asignaturas
relacionadas directamente con TMM, teniendo
siempre presente la memoria oficial del titulo. Como
resultado revisamos la estructura (ficha 1A) y la
programacion (ficha 1B: objetivos, metodologia,
temario, actividades practicas, sistema de evaluacién,
etc.) proponiendo cambios de cierta relevancia.

Desde que se implantaron los nuevos planes de estudios
en la EPS, los profesores que hemos impartido TMM hemos
detectado un conjunto de debilidades que queremos tratar de
eliminar (o al menos minimizar) con este proyecto, y que son
las siguientes:

- Disefio de un documento a modo de apuntes que

1. La mayoria de alumnos llegan a la asignatura con una
ausencia de contenidos basicos (requisitos previos)
relacionados con materias de primer curso, sobre
todo de Fisica, aunque también de Matematicas y
Expresion Grafica. Esto dificulta que puedan afrontar
la asignatura con éxito desde su inicio.

2. El elevado numero de alumnos matriculados (95 en
el curso 2017/18, 104 en el curso 2018/19) dificulta
un sistema de evaluacién continua con una
metodologia docente activa en la que el alumno sea
protagonista de su aprendizaje (ensefianza mas
personalizada).

3. Las tasas de éxito y de rendimiento estan por debajo
de la media de las titulaciones en las que se imparten
en la EPS, tal y como muestra la tabla siguiente.

Curso 2016/17 | | Curso 2016/17 | |

TMM GITI 0,38 0,21
TAMM GIM 0,77 0,63
TMM GIET 0,40 0,22
TMM GIE 0,40 0,27

Tabla 1. Tasas de éxito y de rendimiento de TMM.

Para abordar estos tres puntos se llevaron a cabo las
siguientes acciones:

- Coordinacion horizontal y vertical dentro del plan de
estudios, para evitar repetir contenidos y valorar la
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recoge los contenidos de Nivelacion necesarios para
que el alumnado pueda afrontar y seguir la asignatura
con ciertas garantias de éxito. Para ello serd
fundamental la labor de COORDINACION vertical
“hacia abajo” con los profesores de las materias de
primer curso referidas.

La experiencia y los resultados obtenidos en este proyecto
permitirian la mejora de las tasas de éxito y rendimiento en
cursos posteriores. Asimismo, los resultados de estos
indicadores no se podran empezar a medir en su totalidad
hasta la conclusion del curso 2018/19, cuando las medidas de
mejora propuestas se pongan en practica.

Por ultimo y en relacién con las lineas de accion principales
recogidas en la convocatoria de Innovacion Docente a la que
pertenece este proyecto, éste tiene relacidn directa con:

- Como colaborar entre profesores para enriquecer la
actividad docente en el aula.

- Como optimizar la dedicacion del profesor y la de los
alumnos.

- Como coordinar actividades entre asignaturas para
optimizar el aprendizaje.

Raul Martin Garcia
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ESTRUCTURA Y CONTENIDO DE TMM

En los planes de estudios anteriores a los Grados existia en
los primeros cursos de ingenieria una asignatura de mecanica
general, antesala de asignaturas como TMM. Con la
implantacion de los Grados esta asignatura
sorprendentemente desaparecié a pesar de aumentar en un
curso las titulaciones de ingenieria técnica que pasaron de tres
a cuatro afios. Los profesores del AIM denunciamos y
advertimos en su momento de las consecuencias que tendria
esta decisidon para la formacién en ingenieria mecanica en los
nuevos titulos. Es evidente que ello ha perjudicado a TMM en
la ausencia de contenidos bdasicos (requisitos previos)
relacionados con materias de primer curso referidas en el
apartado anterior.

Actualmente TMM presenta en la EPS los siguientes datos
relacionados con su estructura de créditos (ficha 1A) en ambas
escuelas de ingenieria: 7,5 créditos ECTS de los cuales 5,25 son
créditos tedricos (A) y 2,25 son créditos tedrico-practicos (X).

Sin embargo, esta misma asignatura en la Escuela Superior
de Ingenieria presenta una distribucion de créditos y una
programacién diferentes, a pesar de compartir las mismas
memorias de titulos de Grado.

COORDINACION HORIZONTAL Y VERTICAL

La metodologia empleada para coordinar TMM ha sido la
siguiente:

1. Se obtuvo la lista de asignaturas relacionadas con
TMM de la memoria de los titulos donde se imparte
(GITI, GIM, GIEI y GIE). Se recopilé informacion
prestando especial importancia al programa
(contenidos) y al profesorado responsable.

2. Se organizd una reunidon a modo de entrevista con
cada profesor responsable de las asignaturas
relacionadas con TMM y que se muestran en la figura
siguiente.

PRIMERO

SEGUNDO

By lasticidad y Resistencia
. de Materiales | (ERM) 2

TERCERO CUARTO

ecdnica de
| Maguinas (MM} 4

e -
Teoria de Mecanisosy ||
b i
Maguinas (TMM)

Primer Semestre

| S

A N

\ | [fecnologia de
\ | Fabricacién (TF) 3
\

b
\

ngenieria de fabricacién
1F) 3

4

(Cdlculo, Construccion y
Ensayo de Magqui
CCEM) 5

Segundo Semestre

Figura 1. Relacion de TMM con otras asignaturas.

Las Asignaturas implicadas son:
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- Calculo, Algebra, Fisica I, Fisica Il.

- Elasticidad y Resistencia de Materiales .

- Ingenieria de Fabricacién.

- Tecnologia de Fabricacion.

- Calculo, Construccién y Ensayo de Maquinas.
- Mecanica de Maquinas.

La documentacion empleada para las reuniones de
coordinacion fue la siguiente:

- Memorias de los titulos.
- Ficha 1B de las asignaturas implicadas.
- Ejemplo de ejercicios y examenes.

El objetivo de las reuniones con cada profesor consistié en
buscar debilidades a través del didlogo y de los documentos
correspondientes (contenidos que faltan, repetidos o
inadecuados, etc.) entre TMM vy las asignaturas relacionadas,
que permitiera proponer las correspondientes acciones de
mejora.

Para cada objetivo se obtuvieron los siguientes resultados:

Objetivo 1.

En la tabla siguiente se recoge el compromiso con el primer
objetivo.

Coordinar verticalmente “hacia abajo™ la materia TMM con
las materias relacionadas en cada wuno de sus planes de

estudios de la EPS

Cambuos relevantes en la estructura (ficha TA).
Cambuos relevantes en la programacién (ficha 1B).
Sin valor mizumo en el némero de cambios.

Indicador de sepuzmento
o emidencias:

Valor numénico méumo
que puede tener el
mdicador:

Resultado de la encuesta de valoracién (de 0 a 3).
Tabla 2. Informacién sobre el Objetivo 1.

Los resultados obtenidos son los siguientes:

Ficha 1A (estructura a partir del curso 2018/19):

Si se considera necesario realizar cambios relevantes en la
estructura (ficha 1A) dotando a TMM de al menos 0,5 crédito
de actividad practica tipo C (practicas de informatica) a costa
de los créditos tipo X. Estos créditos se dedicarian al manejo de
software tipo OCTAVE, DERIVE y WINMECC.

Ficha 1B (programacidn a partir del curso 2018/19):

Si se considera necesario realizar los siguientes cambios:

e Se reduce el temario eliminando los temas 1
(Sistemas de Fuerzas) y 2 (Equilibrio), cuyos
contenidos se van a impartir en su totalidad en la
asignatura Fisica de primer curso. Los contenidos de
momentos de inercia y de centro de gravedad
también se eliminan del temario. Esto permitira que
haya tiempo para impartir la asignatura en su
totalidad (en el curso actual se quedaron sin impartir
varios apartados del ultimo tema por falta de
tiempo).

2 Raul Martin Garcia
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e Sereduce el temario eliminando los apartados:
7.2.3. Principio de superposicion.

7.2.4. Método grafico analitico de las tensiones.

e Si se autorizan los 0,5 créditos tipo C, estos se
emplearan en actividades practicas del software
Octave y/o Matlab recomendado por los colegas del
departamento de Matematicas como herramienta de
calculo para TMM.

e Se corrige la falta formativa de los alumnos a la hora
de representar la curva cicloide y las curvas
polinomiales, necesarias en el tema dedicado al
estudio de los mecanismos de levas en TMM.

Objetivo 2:

En la tabla siguiente se recoge el compromiso con el segundo
objetivo.

Coordmar TMM Jborizontalveente y verbicalbmerte “bacea arba” com las materias

Indicador que empleard
para cuantificar la
consecucion de c:b]etﬂ'c:q

relacionadar en cada uno &mpbues&mdehﬂﬂf
Cambuos relevantes en la estructurz (ficha 14)
Cambios relevantes en la programacién (ficha 1B)
Veloracién mediante encuesta.

Valor numérico méximo
que puede tener el
indicador:

Sin valor médximo en el ndmero de cambios.

Nimero de cambios relevantes y justificados en la estructura
Nuamero de cambios relevantes v justificados en la programacion.
Resultado de Iz encuesta de valoracién (de 02 3)

Tabla 3. Informacién sobre el Objetivo 1.
Los resultados obtenidos son los siguientes:

Ficha 1A (estructura a partir del curso 2018/19):

No se considera necesario realizar cambios relevantes en la
estructura (ficha 1A).

Ficha 1B (programacién a partir del curso 2018/19):

Si se considera necesario realizar los siguientes cambios:

- Se comparten ejercicios del tema dedicado a Analisis
de Estructuras con la asignatura del mismo semestre
Elasticidad y Resistencia de Materiales, de manera que
estos ejercicios se empiecen a desarrollar en TMM y
terminen de hacerlo en ERMI a nivel de disefio.

- Se comparten ejercicios practicos relacionados con los
mecanismos de trenes de engranajes y de barras
articuladas  relacionados con las  maquinas
herramientas  (torno y limadora  Witworth,
respectivamente) con las cuales realizaran practicas
los alumnos en Ingenieria de Fabricacidn (42 semestre)
y en Tecnologia de Fabricacidn (52 semestre).

- Se fomentara la resolucion de diagramas de cuerpo
libre de cierta complejidad como requisito para poder
abordar las asignaturas relacionadas con la mecanica
de maquinas de tercero y cuarto curso.

Una vez obtenida la propuesta de acciones de mejora,
queda su implementacion la cual no se podrd hacer efectiva
hasta el curso proximo 2018/19. Sera entonces cuando se
puedan comparar las tasas de éxito y de rendimiento “antes y
después de”.
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Objetivo 3:

En la tabla siguiente se recoge el compromiso con el tercer

objetivo comprometido.
Objetive n°® 3 Diresiar sumos apuntes de NIVELACTON avyo esiudio permila al alwmmnads afrontar la

AFGHALRTT (OB SaArantiar

Calidad, adecnac:én y nivel de comprens:én de los apuntes.

Aportaciones personales de los encuestados.

Indicador que empleari
para cuantificar la
consecucién de objetivos:

Valor numérico maximo
que puede tener el
indicador:

Encuesta a realizar a los profesores con vinculacion permanente del Area de
Ingenieria Mecinica donde valoren de 0 2 5 la calidad, adecuacion y nivel de
compresién del documento “Apuntes de Nivelacién para Teosia de
Mecanismos 7 Miquinas”, donde ademss se puedan recoger sus opiniones
aportaciones personales que lo ennquezcan ain mds.

Tabla 4. Informacién sobre el Objetivo 1.

Como resultado de las reuniones realizadas en la parte de
coordinacion, se recopild la informacion necesaria para a partir
de los apuntes disponibles de cursos anteriores, sintetizar el
documento Apuntes de Nivelacion para Teoria de Mecanismos
y Maquinas, sometido a valoracion por los dos profesores del
area de conocimiento en la EPS.

TASAS DE EXITO Y DE RENDIMIENTO

Las acciones de mejora propuestas con el desarrollo de
este proyecto se empezardn a implementar para el curso
2018/19. Hasta final del primer semestre (febrero de 2019) no
se empezard a disponer de las tasas de éxito y de rendimiento
que permitan valorar en su totalidad la utilidad del proyecto,
siendo necesario esperar a la convocatoria de septiembre para
obtener las tasas definitivas.

No obstante, durante el presente curso este profesor (que
imparte por primera vez esta asignatura de forma solitaria) ha
afiadido un nuevo objetivo no incluido en la solicitud inicial,
para abordar a corto plazo el problema de las tasas de éxito y
de rendimiento, improvisado una serie de acciones
(consensuadas con el alumnado) en el sistema de evaluacion.
Las acciones han consistido en:

e Realizar tres examenes parciales eliminatorios
(octubre, diciembre y enero) durante el curso que
sirvieran de motivacién para seguir la asignatura. A
los alumnos que quedaran con algin parcial
pendiente examinarlos nuevamente.

e Repetir los examenes finales de las tres convocatorias
oficiales, para estimular al alumnado a seguir y
aprovechar la asignatura.

El 100% de los alumnos opinaron que esta forma de
evaluacién, no prevista inicialmente en la programacién de la
asignatura, ha facilitado su seguimiento y aprovechamiento. El
elevado numero de alumnos matriculados (95 en el curso
2017/18, 104 en el curso 2018/19) dificulta un sistema de
evaluacién continua con una metodologia docente activa en la
que el alumno sea protagonista de su aprendizaje (ensefianza
mas personalizada). Se hace por tanto necesario el examen
como la base del sistema de evaluacion, y tener mas
oportunidades supone un factor de motivacién importante
para el alumnado.

Raul Martin Garcia



Proyectos de
INNOVACION Y MEJORA DOCENTE

2017/2018

Con esta simple, pero laboriosa accidn, este profesor ha
conseguido mejorar las tasas tal y como se muestra en la tabla
siguiente.

“signatura’ Curso 2017715
TMM GITT 0,38 033 021 034
TMM GIM 0,77 0,50 0,63 0.30
TAMM GIET 0,40 042 022 0,33
TMM GIE 040 026 027 015

Tabla 5. Tasas de éxito y de rendimiento TMM

Los datos del curso 2016/17 son oficiales. Los referidos al
curso 2017/18 se hacen publicos al cerrar el curso académico.
Por ello, estos datos se han obtenido teniendo en cuenta los
resultados de las convocatorias de febrero y junio, por lo que
todavia tienen margen de mejora con la convocatoria de
septiembre, sin la cual ya se observa mejoras en las
titulaciones de GITl y de GIEI.

DISCUSION Y CONCLUSIONES

Atendiendo a los objetivos marcados inicialmente en el
proyecto de innovacién docente desarrollado:

- Se ha coordinado verticalmente y horizontalmente la
asignatura TMM de las titulaciones de la EPS
atendiendo a los objetivos marcados, afectando a
cambios en la estructura y contenidos.

- Se han confeccionado unos apuntes de nivelacion
para garantizar que el alumnado pueda afrontar y
seguir la asignatura con éxito.

- Se mantendra el sistema de evaluacidon continua
basado en exdmenes parciales y repeticion de finales
mientras la asignatura siga teniendo un elevado
numero de alumnos.

- Se vuelve a denunciar publicamente, y asi se remitira
a las autoridades correspondientes, los efectos
negativos consecuencia de eliminar en los titulos de
Grado la materia tradicional de primer curso dedicada
a la mecanica general, y que tanto estd afectando a
las tasas de éxito y de rendimiento de TMM. Esta
nueva denuncia sera apoyada por los comparieros de
la Escuela Superior de Ingenieria (con la cual
compartimos titulos) ya que en momento también lo
denunciaron y tienen el mismo problema que
nosotros con TMM.

ANEXOS
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Presentacion

Estos apuntes han sido confeccionados por el profesor D. Ratl Martin Garcia exclusivamente para
la asignatura Teoria de Mecanismos y Mdaquinas de segundo curso del Grado de Ingenieria en
Tecologias Industriales y del Grado en Ingenieria Mecénica de la Escuela Politécnica Superior de la
Universidad de Cadiz. Su objeto es servir como apuntes de nivelacién para que los alumnos puedan
repasarlo (supuestamente han desarrollado estos conceptos en la materia Fisica de pimer curso)
antes del comienzo de la asignatura y puedan asi abordarla con mayores garantias.

Cualquier observacion sobre el texto dirigida a la mejora del mismo serd agradecida y atendida por
el autor. Pueden dirigirse a raul.martin @uca.es.

A continuacién se muestra una guia de los objetivos académicos a conseguir por el alumno con el
estudio de cada tema.

LISTA DE OBJETIVOS ACADEMICOS.

TEMA 1. SISTEMA DE FUERZAS.

= Manejo de diferentes unidades de fuerza segin sistema empleado.

= Representar vectorialmente y graficamente cualquier fuerza o sistema de fuerzas en el plano
y en el espacio.

= Conocer los diferentes tipos de fuerzas segtn su criterio de clasificacion.

= Conocer y aplicar el Principio de Transmisibilidad.

=  Concepto de sélido o cuerpo rigido.

= Obtener coordenadas y dngulos directores de una fuerza.

= Sumar fuerzas analitica o graficamente.

=  Concepto y cdlculo del momento de una fuerza respecto a un punto cualquiera del plano o
espacio mediante varias formas (entre ellas Teorema de varignon). Saber las condiciones
que anulan dicho momento.

= Concepto y cédlculo del momento de una fuerza respecto a un eje cualquiera del plano o
espacio mediante varias formas (entre ellas como la proyeccién de momento respecto a un
punto del eje). Saber las condiciones que anulan dicho momento.

= Concepto de "par de fuerzas", y conocer sus propiedades.

= Saber simplificar un sistema plano de fuerzas y conocer sus propiedades.

= Saber simplificar un sistema espacial de fuerzas y conocer sus propiedades.

= Resolver problemas relacionados con los objetivos anteriores.

TEMA 2. EQUILIBRIO DEL CUERPO RIGIDO.

= Tener claro el concepto de equilibrio y su relacién con la aceleracién y los sistemas
inerciales.



= Conocer y entender los tipos de soportes y anclajes y sus correspondientes reacciones, tanto
en el plano como en el espacio.

= Saber obtener el diagrama de cuerpo libre de un cuerpo rigido o parte de éste.

= Conocer las diferentes categorias de equilibrio segtin las caracteristicas del sistema de cargas
actuante, tanto en el plano como en el espacio.

= Conocer y aplicar las condiciones (de diferentes formas) necesarias para que un cuerpo esté
en equilibrio, en el plano o en el espacio. En definitiva saber resolver un problema general
de equilibrio isoestético.

= Saber ligar un cuerpo al plano, teniendo claro para ello los conceptos de ligadura parcial o
impropia.

= Saber diferenciar entre problemas de equilibrio hiperstatico e isostatico, y su relacién con el
objetivo anterior.

= Saber resolver problemas de equilibrio en el plano graficamente empleando el poligono de
fuerzas.

= Resolver problemas relacionados con los objetivos anteriores.

TEMA 3. CENTROS DE GRAVEDAD Y MOMENTOS DE INERCIA

= Concepto de fuerza distribuida y conocimiento de su tipologia.

= Manejo de cargas distribuidas para la resolucién de problemas de equilibrio. Aplicar a vigas.

= Diferenciar entre centro de gravedad y centro de masa.

= Distinguir entre centroide y centro de gravedad.

= Saber calcular centroides de cualquier linea espacial, superficie espacial, figura plana o
volumétrica, ya sea por sumatorios o por integracion.

= Saber calcular centro de gravedad de cualquier cuerpo, referido a cualquier sistema de
coordenadas, ya sea por sumatorios o por integracion.

= Obtener desenvoltura en el manejo de tablas de centroides y centros de gravedad para la
resolucion de casos compuestos.

= Conocer los Teoremas de Pappus-Guldin y sus ventajas. Saber aplicarlos convenientemente.

= Saber calcular el momento de inercia por integracion para casos sencillos.

= Conocer la relacion entre momento de inercia y los perfiles de vigas de construccion.

= Conocer y saber aplicar el Teorema de Steiner.

= Manejar adecuadamente las tablas de momento de inercia para los cuerpos mas conocidos.

= Resolver problemas relacionados con los objetivos anteriores.
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TEMA 1. SISTEMAS DE FUERZAS

1.3.
1.4.
L.5.
1.6.
1.7.

1.8.

. FUERZAS, CONCEPTOS PRINCIPALES.
. COORDENADAS Y ANGULOS DIRECTORES DE UNA

FUERZA.

MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN
PUNTO.

MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN EJE.
PAR DE FUERZAS. SISTEMA FUERZA-PAR.
SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS Y SU
SIMPLIFICACION.

SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZA Y SU
SIMPLIFICACION.

EJERCICIOS RESUELTOS.



TEMA 1. SISTEMAS DE FUERZAS.

1.1. FUERZA, CONCEPTOS PRINCIPALES.

Fuerza

» es la acciébn mecdnica ejercida por un cuerpo sobre otro (tirdn,
"empuje", carga, ...)

= Unidades de fuerza:

1 Kg=9,81 N
Conversion
De Unidades Inglesas a S. I.
Equivale a:
1 Lbm 0,453592 Kg
1 Slug 14,5939 Kg

» DinamoOmetro:

Equivale a:
1 Kgf 2,204623 Lbm
1 Kgf 0,068522 Slug

Mide la magnitud de una fuerza en condiciones estaticas

= Se representa con un vector grafica o

analiticamente

F=F+F =Fi+Fj

Como vector que es, posee:

- Médulo, valor o intensidad
- Direccién () y sentido } .
- Punto de aplicacion

F,=Fcos

F,=Fsinp

3




TEMA 1. SISTEMAS DE FUERZAS. 3

= Sus efectos pueden ser:

Externos — exteriores al sistema, trata de trasladarlo o rotarlo
Internos — tensiones (Elasticidad y Resistencia de Materiales)

Tipos de fuerzas
= Segun forma de aplicacion tenemos
Fuerzas concentradas: aplicadas en un punto (caso ideal)
Fuerzas distribuidas: actian sobre todos los puntos de una linea,
superficie o volumen (caso real)
= Segun medio de transmision
» Fuerzas ejercidas mediante cables, correas, cadenas
Son de traccion
Van dirigidas segun la direccion del cable (tangente en cada
punto al cable)

s Fuerzas elasticas

Se oponen a la deformacion sufrida por el elemento eldstico
(resorte)
Ley de Hooke F=-k- x

» Fuerza de la gravedad

= Segun su variabilidad

Fuerzas constantes
Fuerzas variables



TEMA 1. SISTEMAS DE FUERZAS. 4

Principio de transmisibilidad:

"Los efectos exteriores de una fuerza las fuerzas pueden
sobre un cuerpo rigido no varian al tratarse como vectores
modificar el punto de aplicacion de la g deslizantes.

fuerza a lo largo de su linea de accion"

E;. tirar de un carro por su cara frontal o dorsal
A nivel de efectos internos (esfuerzos y deformacion) si
puede tener mucha influencia

p -
Linea de
. . A
Empuje acclon Tracciém #l e %
‘7721;7— »

L

Sélido Rigido

= Cuerpo considerado indeformable

se consideran solo
deformaciones las Feys en el

Internas estudio. Las Fins se
despreciables anulan entres s

A 4

Fuerzas

A 4

» Cuando hablamos de cuerpo lo hacemos también de sistema
rigido

El sistema lo delimitamos nosotros y por tanto las Fexeeriores que
actuan sobre el mismo

Un sistema puede estar formado por varios cuerpos o por parte
de un cuerpo
= Segun esté o no enlazado con otros cuerpos se denominari:

Ligado o Libre
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» Todos los sistemas o cuerpos con los que trabajemos los
consideraremos Rigidos
» Sistema de fuerzas:

o Conjunto de fuerzas que actiian sobre un sistema/cuerpo rigido

o Sistemas de fuerzas equivalentes:

La sustitucién de uno por otro no afecta al estado de reposo o
movimiento del sistema, ni a las reacciones en los apoyos

1.2. COORDENADAS Y ANGULOS DIRECTORES DE
UNA FUERZA.

» (Coordenadas cartesianas

F=F +F +F. =F,i+F, j+F.k

[Fl=F=F+F +F?

directores O, Oy, 0,

= Angulos

linea de accion — ejes cartesianos
junto con el modulo determinan la fuerza,

—

F=F +F +F =F i+F, j+F k=F-cos@i+F-cos& j+F-cos@k=F-u

Siendo

u=cos@i+cos@ j+cosék

Vector director unitario adimensional (puramente geométrico)
que indica la direccion y sentido de F, formado por los cosenos
directores
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F Suma de vectores (fuerzas)

Grafica (método paralelogramo)

Analitica (suma de componentes)
R=3R.+ 3R =3F.i +3F j =500-cos75°i +800-cos 35°i +
500- sen75° j +800- sen35° j =784,73i + 941,82 j + 0k

1.3. MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN
PUNTO.

Momento M, E
Y
deraF por
| Mo Mide la E eI’camino
. r mas corto.
tendencia de Salo dol
F a hacer plano.
r
X

r = vector de posicion desde O al
punto de aplicaciéon de F
0 = dngulo minimo formado entre F
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Propiedades
M, = vector [ al plano formado por r y F con sentido segiin regla
de la mano derecha (sacacorchos) Y
‘M) =M,=r-F-sena=F-d F

d = brazo de momento de F =
distancia minima entre O y la linea
de accion de F

0 = angulo minimo entre ry F

producto vectorial en forma de determinante

—_

i J ok
Mo =|rx ry Iz :Moxi+M0yj+Mozk
Fix Fy F:

P Ppo. de transmisibilidad — fuerzas deslizantes = como vector de
posicion r se puede utilizar cualquiera desde O a un punto de la linea
de accion de F

P Teorema de Varignon: “el momento de la resultante de un sistema de
fuerzas concurrentes respecto de un punto O es igual a la suma de los
momentos de cada fuerza respecto de O”

Mo=r0OF = rO(F1+ F2+F3)=rOF 147 OF2+r 0F3= Mri+ M2+ Mrs

En particular se puede aplicar a las componentes de una fuerza
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Ejemplo resuelto
Fuerza por distancia:

Y F=500N d =5-c0s30°-3-5en30°=2,83 m
M.=F-d=500-283=1415 N-m
3 m | 30° M,=-1415k N-m
i j k
5m M.=| 3 5 0=-1415k N-m
500-cos30 500-sen30° O
X
o
y
F,  F=500N .
Varignon:
3 m 130°
P - M, =(F-5-F-3)k =-1415k N-m
/‘F"’I\
el “V sm Por producto vectorial:
.-'.';‘x N
' f,,f}x\ Mo=(F.-5-F,-3)k=-1415k N-m
\f Uj X B i ik i j k
Mo=| 0 5 0/+[3 0 0=
500-cos30 0 0] [0 500-sen30° 0
=-1415k N-m

1.4. MOMENTO DE UNA FUERZA RESPECTO A UN EJE.

= M; mide la tendencia de F a girar un cuerpo
alrededor del eje ““s” (p.e. abrir una puerta)

esx esy esz
MS=eS-Mo=eS-(r DF)= re o, T,
F. F, F,

€s = vector unitario en la

n_n

direccion del eje s
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66 %

= M; es la proyeccion de M, sobre el eje ‘s

M, =‘M‘

cuando se calcula M, realmente se calcula el momento de F
respecto del eje que pasa por O y es []al plano formado porry F

O puede ser cualquier punto del eje “s

¥ Producto mixto. Propiedades.

€6 _ 9

Se anula cuando los tres vectores son coplanarios o dos de ellos
tienen la misma direccion = F no crea momento respecto a un eje

cuando:
» Su linea de accion corta al eje
» F es paralela al eje

M; no depende del punto elegido del eje para su cédlculo (demostrar)

1.5. PAR DE FUERZAS. SISTEMA FUERZA-PAR.

Par de fuerzas es el sistema formado
fuerzas iguales en moédulo, con lineas
paralelas, y sentidos contrarios

v

la fuerza resultante del sistema es nula

v

el par no tiende nunca a trasladar el cuerpo sobre el que se aplica

= Momento debido al par (M)

—_— — —_—

M =ZDE+ZDE=ZDE+ZD(_E)=(”1 _Z)Dfler/B UF,

o

—_—

M

o

—_—

=M =

o

rap UF

=F-d

dos
accion
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P Propiedades:

Un par de fuerzas crea un momento de valor F-d en direccion
perpendicular al plano de las fuerzas que lo componen

M, es un vector libre porque no depende del punto O (solo depende
de ra) = el momento que crea el par es el mismo para cualquier
punto del cuerpo sobre el que se aplica

La accion de un sistema de fuerzas sobre un cuerpo rigido no se
modificara si se le agrega o se le quita un sistema de fuerzas en
equilibrio

Consecuencia: una fuerza se puede sustituir por un par y una fuerza
que pase por un punto de interés

1.6. SISTEMAS PLANOS DE FUERZAS Y SU
SIMPLIFICACION.

S.P.F. - todas las fuerzas y pares actian en el mismo plano y se pueden
reducir a:

un sistema fuerza-par aplicado en cualquier punto del plano
incluso a una sola resultante
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®» Proceso de reduccion:

Se trata de obtener un sistema equivalente al dado pero formado
Unicamente por una fuerza resultante R y un momento resultante M.

Pasos:

1. Identificar el plano de las fuerzas. (P.e. XY)

2. Elegir el punto de reducciéon O [ XY

3. Sustituir cada fuerza por un sistema fuerza-par aplicado en O.
Obtenemos un sistema de fuerzas aplicado en O y de pares libres

4. Sumamos grafica o analiticamente todas las fuerzas y obtenemos la
resultante aplicada en O

ﬁ:E+E+...+E:ZE

i=1
R:=2Fx
Ry = ZF»

R=\R?+R’ =(5F.) +(zR)

5. Sumamos gréifica o analiticamente todos los pares/momentos y
obtenemos el momento resultante aplicado en O

Al ser los pares vectores libres los suponemos directamente
aplicados en O

Todos los momentos debidos a los pares son paralelosentre si, y
perpendiculares al plano de fuerzas XY (direccion del eje OZ = k)

i=1

6. Obtenemos el sistema plano de fuerzas reducido al punto O, formado
por:

Una resultante R contenida en el plano
Un par de fuerzas contenido en el plano o su momento M [1a Ry
al plano
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7. Traladanco R paralela a su linea de accion actual en d = M/R queda
reducido el sistema fuerza par a una sola fuerza R

R R
¥ Conclusiones: @/ = 6
Un SPF se puede reducir siempre a:
- un sistema fuerza-par aplicado en cualquier punto O del plano de

fuerzas, dependiendo el momento equivalente del punto O
- una sola fuerza

M, es [ al plano de las fuerzas y por tanto también a R

Un SPF se puede llegar a reducir a un solo par tinicamente cuando la
fuerza resultante sea nula

Ejercicio propuesto
Reducir el sistema de fuerzas mostrado en la figura a un:
a) Sistema fuerza-par en el punto A.

b) Sistema fuerza-par en el punto B.
c) Una sola resultante, indicando donde corta a los ejes coordenados.

¥, 50N B
“ 75N
LSO N
T 70,7 N
A 70,7 N X

Las divisiones corresponden a 10 centimetros (plancha de 90cm x 50cm).
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1.7.SISTEMAS ESPACIALES DE FUERZAS Y SU
SIMPLIFICACION.

= Analogo al caso de sistema plano pero con tres coordenadas

Fi
= Proceso de reduccion:

Se trata de obtener un sistema equivalente al dado pero formado
Unicamente por una fuerza resultante R y un momento resultante M.

Pasos: (ver Figura 1.1.)
1. Identificar las fuerzas y momentos que actian en el espacio.
2. Elegir el punto de reduccion O

3. Sustituir cada fuerza por un sistema fuerza-par aplicado en O.
Obtenemos un sistema de fuerzas aplicado en O y de pares libres

4. Sumamos grafica o analiticamente todas las fuerzas y obtenemos la
resultante aplicada en O

f+E+---+E:ZE:R—X+RT+R—Z:RXE+RY}+RZ§
i=1

R=
R, =3F, R,=3F, R, =3F,
R=\[R*+R*+R> =[(5F,) +(2F, ] +(2F.)’

cos 6, ——x cosf, =
R R

>U

5. Sumamos gréifica o analiticamente todos los pares/momentos y
obtenemos el momento resultante aplicado en O



TEMA 1. SISTEMAS DE FUERZAS. 14

6. Obtenemos el sistema de fuerzas espacial reducido al punto O,
formado por una resultante R y por un par o momento M
F Conclusiones:

Cualquier sistema de fuerzas se puede reducir a un sistema fuerza-
par equivalente, aplicado en el punto del cuerpo que se desee.

La fuerza resultante R no depende del punto elegido para efectuar la
reduccion

El par resultante M si depende de dicho punto

Una vez reducido el sistema a la resultante R y al par M pueden
darse los siguientes casos: (ver Figura 1.2.)

A
R=0 ,
_ El sistema se anula. Las
M=0
B
R=0 El sistema se reduce a un
V0 solo par de fuerzas cuya
C
RZ0 El sistema se puede reducir a
— una sola resultante R
M %0 ) .
. desplazando su linea de accion
M UR en direccion perpendicular al
momento M, d=M/R
D
R#0
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E
El sistema no se puede reducir mas. Forma el
R Z 0 denominado "Tornillo Dindmico" cuyo eje
. pasa por O y esta formado por la resultante R
M #0 y al par M que actda en un plano
— perpendicular a R.
M|R
caso D
TT———n
-MJ_
caso F S \
9] R
— am —
o My
Tornillo n'
Dinamico
@]
i Y d=M, 7R
- ...J! S 1
My R
E
R%0 R y M no son paralelos ni
Y perpendiculares entre si.

15
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MM
P
X M’l v

v
Paso 6
X

Figura 1.1. Reduccion de un sistema espacial de fuerzas a una
fuerza y un par/momento.

1.8. EJERCICIOS RESUELTOS.

A Continuacién se muestran una serie de ejercicios resueltos como ayuda para asentar el contenido
tedrico mostrado.

1. Hallar grafica y analiticamente la resultante de las fuerzas que se detallan, todas
contenidas en el plano XY, y aplicadas en el punto (1,2). Asimismo hallar los cosenos
directores de la resultante.

Fuerzas:
a) F=40i+35jkN
b) F=30kN (25° con OX) kN hacia arriba y derecha
c) F=-45jkN

Para obtener la resultante de manera grafica damos los tres pasos representados en la figura,
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¥ 357 ¥ ¥
L -l- y 0
140,97 1030
1 a0 1 a0 40
. 4.35'3 40? i 1075
407 = 14,03° oo R

4 f 1073 ' [y

- ) 4123 16,31°
L x o x
L T [
t 45 1

Una vez obtenido el poligono de fuerzas, podemos obtener la resultante de manera puramente
grafica midiendo y traduciendo su valor en la escala representada, o bien obtener los resultados de
dicho poligono aplicando propiedades trigonométricas. En nuestro caso aplicaremos el teorema del
coseno como sigue,

Sabemos que & = 180°-25°-14,03° = 140,97°

R* =30° +41,23° —2-30-41,23-c0s 140,97 = 67,24 kN

La direccion o de R la obtenemos también con el teorema del coseno como sigue,

41,23* =30%* +67,24* —=2-30-67,24-cos £
£=22772°
a=25-£=228°

Analiticamente tenemos,

R =407 +30-c0s257 = 67,197 kN

Ry =357 —45] +30-5en25] = 2,687 kN
R=R.+R =67,197 +2,687 kN

R =4/6719>+2,68> =67,24 kN

a= tan‘lﬂ =2,28°

9

Los cosenos directores de la resultante R resultan ser,

Cos@_ = R ST 0,9992
R 67,24
R,
Cos@ =— = 2,68 =0,0398
" R 7,24
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2. Dada la palanca de un cambio de marchas de la figura, hallar el médulo de la fuerza P
respecto a B cuando a vale 25°, si sabemos que el momento que produce respecto a la
articulacion es 10,4 KN-cm, aplicando:

a) El Teorema de Varignon. r
b) El producto vectorial %

50 cm

a) Aplicando el Teorema de Varignon, tendremos que el momento
(sentido horario) de la fuerza P respecto a la articulacion es:

15 em

V=M,

M. =P, -50 = P-cosa-50

My =P -15=P-sena-15

M = P-c0s25-50k + P-sen25-15k =51,65Pk kN-cm
104
51,65

=0,20 kN

b) Aplicando el Producto Vectorial

Sabemos que,

r=0,15i+0,50

P =Pcosa;—Psena;

i j k
M=| 15 50 0/=-51.65Pk kN-cm
P-cos25 —P-sen25 0

(sentido horario en el producto vectoria es negativo)
_ 104
51,65

=0,20 kN

3. La tuberia mostrada en la figura en forma de L se encuentra dispuesta en el plano XY y
articulada en los puntos A y B. Asimismo, la tuberia dispone de un soporte anular
localizado en C por el que pasa un cable que la sostiene y que a su vez se fija a las paredes
en D y E. En el codo se supone aplicada la carga P. Sabiendo que la tension en cada tramo
de cable es de 500 N, hallar:

de
asi

a) Las componentes de la tensién en el trozo
cable EC respecto a los ejes principales,
como los dngulos principales.

b) Los momentos de la tensién en el trozo de
cable DC respecto a los tres ejes
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coordenados, asi como los dngulos principales.

¢) El momento de la tensién Tck respecto a la linea AB.

d) Identifique las posibles direcciones de ejes respecto de las cuales los momentos de la
tensién CD son nulos.

a) Empezaremos calculando un vector unitario en la direccion de la fuerza para multiplicarlo por
su médulo y obtener ésta en forma vectorial.

E(70,0,100)
C(32.45.0)

CE = E - C =(38,~45,100)

|CE| = CE = \[38> +(~45)” +100> =116,06

—_—

— CE _ (38,-45,100)

— =(0'33,-0'39,0'86)
|CE| 116,06

Tex = 500Uct = 500(0'33,-039,086) = (165,-195,430) N

Los cosenos directores nos permiten obtener los dngulos principales, y se obtienen a partir del
vector unitario como sigue,

Cosf, =033 = 6, =70,73°
Cos8, ==039 = 6, =11295°
Cosf, =086 = 6, =30,68°

b) Operando de manera andloga al caso anterior tenemos,

D (0,72,100)
C(32,45,0)

CD =D - C =(-32,27,100)

(€D = €D = /(=32)” +27° +100% = 108,41

_—

CD _ (-32,27,100)
|C—D| 108,41

Ucp =

=(-029,025,0'92)

Teo =500 Uco = 500 (-029,0'25,0'92) = (~145,125,460) N

Para calcular los momentos respecto a los tres ejes principales utilizaremos como vector de
posicién comun a los tres casos el vector OC, ya que el punto O pertenece a los tres ejes. Asi
tenemos,
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0(0,0,0)

C(32,45,0)

OC = C -0 =(32,45,0)
10 0

My, =| 32 45 0 |=20700 N-m
~145 125 460
0 1 0

M, =|32 45 0|=-14720 N-em
~145 125 460
0o 0 1

M, =| 32 45 0]=10525 N-m
~145 125 460

Los cosenos directores nos permiten obtener los dngulos principales, y se obtienen a partir del
vector unitario como sigue,

Cosf, =029 = 6, =10686°
Cosf, =025 = 6, =7552°
Cosf. =092 = 6.=2307°

c) Necesitamos un vector unitario en la direccion del eje Uas, un vector de posicion de cualquier
punto del eje a cualquier punto de linea de accién de la fuerza (por ejemplo BC), y las
componentes de la fuerza que ya tenemos de antes. Asi podremos aplicar el determinante para
conocer el momento M,

C(32,45,0)
B(32,0,0)
A(0,90,0)

AB = B - A =(32,-90,0)

|AB| = AB = \/(-90)? +32% =955

—_

Uy = AB _ 82.790.0) _ (0'33,-0'94,0)
B 9552

BC =C - B =(0,45,0)
033 -094 0

M=l0 45 0|=6385 Nm
165 —-195 430

d) Todo eje que corte o sea paralelo a la direccion del cable CD provocard un momento nulo.
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4. La tapa BCDE de la caja mostrada en la figura se mantiene abierta 18° gracias a la
cuerda BAC que pasa por el gancho sin rozamiento en A(60,0,44). Si la tensién en la
cuerda es de 100 N, hallar:

a) Momento respecto a cada eje coordenado de la tensién que ejerce la cuerda en B
b) Momento de la tensién que ejerce la cuerda en B respecto a las bisagras contenidas en el
eje de giro ED.

a) Tenemos los siguientes puntos:

A(60,0,44)
B(0,43-cos18°,43senl8 +14) = (0,40'89,27"29)

E(0,0,14)
BA = A-B = (60,-40%89,12'71)
[BA| = BA =[60° +(~40,89)> +12,71> =73,71

—_—

BA _ (60,-40'89,16'71)
|BT,| 73,71

Ups =

=(0'81,-0'55,0'22)

Tsx =100U ,, =100(081,-0'55,022) = (81,-55,22) N

Como vector de posicién r escogeremos como origen el punto comun a los tres ejes coordenados
(0,0,0) hasta el punto B, para aplicarlo en las expresiones basadas en el producto mixto como sigue,

ros =0i+40,89 j+27,29k

10 0

M,, =|0 4089 27,29/=2400,53 N-m
81 -55 22
0 1 0

M,, =|0 4089 27,29 =221049 N-m
81 -55 22
0 0 1

M,, =|0 4089 27,29 =-3312,09 N-m
81 -55 22

b) Las bisagras tienen como vector unitario i, y el nuevo vector de posicion serd,

_—

rp =B—-E=0i+4089 j+13,29k
10 0

=0 4089 1329 =1630,53 N-m
81 -55 22

M

EBbisagras
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5. Una pieza de maquina esta sometida a las fuerzas (N) con las distancias (mm) indicadas.
Para garantizar la sujecion de la pieza usaremos un remache que puede resistir una
fuerza pero no un par. Hallar dos posiciones en el contorno de la pieza en las que
podamos situar el remache.

5 24 20 5 15 25 6
25 & so ¥
A
7 B
¥ ¥
o & Y25 & * iy
17 9 |l . 75 20
4 — f
o 1
100
18 0k’ 110
9 20 -
0 C 110

a) Reduciendo el sistema de fuerzas por ejemplo al punto B obtenemos en dicho punto el sistema
fuerza-par formado por un lado una resultante suma de todas las fuerzas, y por otro lado un par
cuyo momento es la suma de todos los momentos producidos por cada fuerza respecto al punto
B. Consideraremos los momentos horarios como positivos.

R=80i+255; N

M, =80-6+75-31+100-71+10028 +25-5+20-5-90.7 =907 =110-9 =
=10680k N-mm

Este sistema se puede reducir a una sola resultante desplazando R paralela a su linea de accién una
distancia d, como sigue

R =+/80% +255° =267,25

a= tan_lﬁ =172,58°
80
M _ 10680 _ 606 Lum
R 267,25
x = & = 41,88 mm
sen72,58

La distancia "d" se traduce sobre el contorno AB en 41,88 cm medidos hacia la izquierda del punto
B.

5




TEMA 1. SISTEMAS DE FUERZAS. 23

b) Otra posibilidad de localizaciéon del remache seria reducir el sistema de fuerzas a un sistema
fuerza par localizado en O, como sigue:

R=80i+255] N

M, =90-48+90-48 +25-5+20-5-100-30-100-27 -80-95-75-70 -110-9 =
= -10675k N-mm
Para reducir el sistema a una sola resultante desplazamos ésta paralela a su linea de accién y por

encima una distancia d, de manera que se respecte el sentido del momento que produzca respecto a
O conel de M.

R =+/80% +255° =267,25

a= tan_l? =172,58°

0
= K = M = 39’94 mm
R 267,25
y= ﬂ =41,86 mm
sen72,58

Vemos que esta vez la distancia se traduce en una distancia sobre la arista OC y desde el punto O
de 41,86 mm.

c) Intentemos localizar el remache reduciendo el sistema de a un sistema fuerza par al punto C.
Tendremos como sistema fuerza par en C,

R=80i+255; N

M, =90-48 +90-48 +100-71+75-31+80-6 + 25-5 +20-5 —100-27 =110-9 =
= -15080k N-mm

R = /807 + 2552 =267.25

a= tan_1285—5 =72,58°

0
M 15080 _ oo
R 267,25
= 26,43 =59,14 mm
sen72,58

Esta distancia x estd medida seobre la arista CO desde C.
Se aprecia como en los tres casos se logra la misma solucion por caminos diferentes.
6. Reducir el sistema de fuerzas mostrado y definido por cada fuerza con su punto de

aplicacion a un sistema fuerza-par en el punto (2,0,0). ;Se puede reducir mas el sistema?.
Si es asi justificarlo y realizarlo.
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Tomando momentos, segin Varignon, de las componentes de cada una de las fuerzas, y teniendo
en cuenta que al tener B y C el mismo punto de aplicacién equivale a una resultante BC = 5i + 3j
aplicada en (1,2,0), tenemos:

M =14k

El sistema se puede simplificar a una tnica resultante R', desplazando R hacia arriba una distancia:

Es decir que la resultante R' tendrd su linea de accién eny = 1,75

7. A la placa con forma de triangulo rectangulo mostrada, se le aplica una fuerza P de 34 kN
contenida en su mismo plano como muestra la figura. Sus catetos son paralelos a los ejes
0OY y OX. Sustituir esa fuerza por un sistema fuerza-par equivalente en el origen O del
sistema de coordenadas.

Sabemos que la fuerza estd contenida en el plano de la placa y en la direccion de su hipotenusa.
Necesitamos pues conocer el dngulo respecto a OX para poder calcular sus componentes. Asi
tenemos,

a=tan" 15 21,54°
38

P =34-cosqi +34-senq j =34-cos21,547 —34-sen21,54 ] =31,627 —12,48 ]
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El momento resultante en O ser4,

r=38i-157 +20k
i ik

M.=| 0 0 20 = 249,67 +632,4] kN-cm
3,62 -12,48 0

Asi pues, la fuerza P se puede sustituir por el sistema R-M, aplicado en O. Ambos sistemas son
estaticamente equivalentes.

8. El perno de la figura de 100 mm de diametro se inserta en el orificio de una caja de acero,
apareciendo las fuerzas representadas sobre el mismo en kN y las distancias en mm. Cada

fuerza es paralela a un eje coordenado. Sustituir dicho sistema de fuerzas espacial por un
sistema fuerza-par equivalente:

a) en el punto O.
b) En el punto B.

Para cada caso obtendremos la misma resultante, y la
el punto en cuestion. Asimismo, el momento o par serd en cada caso el
resultado de tomar la suma de los momentos de cada . fuerza respecto
al punto. Dicho momento resultante serd diferente para ambos puntos.

aplicaremos en

a) Para el punto O (0,0,0) tendremos el sistema fuerza-par formado por,

R =—50k —45k +52k —=70i =70 j ==70i =70 j — 43k
A N N A A N

M,=[50 0 O|+[50 0 70+[25 0 100/+[0 50 60 =4200i-6375j N-mm
0 0 52 |-70 0 O |0 O -45 [0 =70 ©

b) Procediendo de manera andloga tendremos para el punto B (0,50,0),

R, = =50k — 45k +52k —=70i =70 j = =70i =70 j — 43k

> — — > — — > — — > — — > —

S R I Y A N R R B ¥ k
M, =50 -50 0[+/50 -50 70+25 —-50 100{+[0 -50 100{+|0 0 60 =
o 0 520 |-70 0o o/ |0 0o -45 0 o0 50 [0 -70 0

~.

= 63500 — 6375 j 3500k N -mm

Se observa como el eje OY positivo debe ir en sentido contrario al dibujado para que se respete la
regla del tornillo del producto vectorial.
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TEMA 2. EQUILIBRIO DEL CUERPO RIGIDO

2.1. DEFINICION DE EQUILIBRIO.

2.2. REACCIONES EN LOS SOPORTES Y ANCLAIJES EN EL
PLANO.

2.3. EQUILIBRIO EN DOS DIMENSIONES.

2.4. DETERMINACION ESTATICA.

2.5. SOLIDO SOMETIDO A DOS Y TRES FUERZAS.

2.6. EQUILIBRIO EN TRES DIMENSIONES.

2.7. REACCIONES EN LOS SOPORTES Y ANCLAIJES EN EL
ESPACIO

2.8. EJERCICIOS RESUELTOS.
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2.1. DEFINICION DE EQUILIBRIO.

= “Un cuerpo rigido se encuentra en equilibrio si y solo si sus
aceleraciones lineal y angular son nulas”.

O lo que es lo mismo "si la resultante de todas las fuerzas (incluidos
los pares) que acttiian sobre €l es cero"

=0 - R=IF =0 Un cuerpo en reposo.
. —>
=0 - M=3M,=0

Ql !

Un cuerpo con M.R.U.

= Otra forma de definir las condiciones generales de equilibrio seria
a través de las componentes

SF,=0 XF, =0 3F, =0
SM,=0 IM =0 3IM =

2

= Estabilidad y Estados de Equilibrio

Si sometemos un cuerpo en equilibrio a una nueva fuerza, éste puede
reaccionar de diferentes maneras cuando cese dicha perturbacion:

Equilibrio Equilibrio Equilibrio

Eq uilibrio Estable Estable Inestable Indiferente

Recupera su posicion inicial de equilibrio \Q Q / Q
A
A

Equilibrio Indiferente

Adquiere otra posicion inmediata
de equilibrio

Equilibrio Inestable

Adquiere otra posicion cada vez mds alejada de la posicion inicial
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2.2. REACCIONES EN LOS SOPORTES Y ANCLAJES, EN
EL PLANO.

» Los problemas de equilibrio exigen determinar y calcular respecto al
sistema analizado todas las fuerzas que actuan, las cuales pueden ser:

Cargas exteriores (soportadas por el cuerpo)
Fuerzas de volumen (ejercidas por el propio sistema, como el peso)
Reacciones en los soportes y anclajes del sistema

Apoyo Apoyo _
Fijo Mévil Empotramiento

= Diagrama de Cuerpo Libre (DCL)

dibujo esquematico del

cuerpo  en  estudio, figuran todas las
aislado de todo lo que le » Fexts ¥ Mexts
rodea: otros cuerpos, aplicados sobre
muelles, anclajes, etc; los el sistema

cuales se sustituyen por
sus efectos de fuerzas y
momentos

= Constituye el paso mas importante en la resolucion de un problema
mecdnico, pues hace el andlisis mds sencillo y claro
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P Pasos para la realizacion del DCL:

Ejemplo: Hombre de peso Wy que tira de la cuerda con carga P sobre la
barra empotrada de peso Wp

1. Elegir el sistema o subsistema a aislar (cuerpo o conjunto
mecdnico). Puede ser necesario descomponerlo en subcasos
(mds de un diagrama). P.e.: barra ABC.

2. Dibujar esquematicamente el perfil exterior completo del
sistema aislado.

3. Representar todas las fuerzas y pares que actian sobre el sistema
aislado, ya sean conocidos o incognitas a conocer.

Incluidos los efectos de desligadura ejercidos sobre el
sistema (base de apoyo, otros cuerpos, etc.)

4. Especificar criterios de sentido positivo y las dimensiones.

Ejes coordenados OX-OY

5. Preparado para aplicar las condiciones de equilibrio.
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EJEMPLOS DE DIAGRAMAS PARA SOLIDO LIBRE

Diagrama de sélido libre del cuerpo

Sistema mecdanico ' .
aislado

1. Armadura plana

El de la armadura
se desprecia frentca F

2. Viga en voladizo

e A

Masa m

I

|
|
P=mg !

3. Viga

Contacto liso en A,

4. Sisterna rigido de cuerpos interconectado iy
oonsiderado como un conjunto dnico. I
I
|
1

| F
| _..-_._._

O
i
I
I
!
e

Se desprecia el

peso del mecanismo |
X | <

P=myg
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Ejemplos Resueltos

Se observa el diagrama de cuerpo libre de cada uno de los componentes
que forman las dos estructuras mostradas

A)
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2.3. EQUILIBRIO EN DOS DIMENSIONES.

= implica que todas las fuerzas y pares que actian sobre el cuerpo
forman un sistema plano cuya resultante es nula, con lo cual

Para el plano XY:

—

a=0 - R=R,+R =3F +XF, =0
a=0 - M=0

estaremos en un sistema inercial (sin aceleraciones ni fuerzas de

Inercia)
R =5F.=0
= Es necesario y suficiente que simultdneamente R,=2F, =0
M =0
A 4
SiR=0 f — M no depende de ningun punto 3 ecuaciones
R#Z0 = a . R#0 = a  linealmente
independientes

Necesario: 3 6
\ M#0 = «a

Si R = 0 = el sistema puede reducirse solo a un

Suficiente:
par, y como M = 0, tiene lugar el equilibrio
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= Simplificacion de las condiciones de equilibrio.

33

CATEGORIAS DE EQUILIBRIO EN EL PLANO

Sistema de fuerzas Diagrama de sélido libre Ecuaciones
: independientes

' 1. Colineales

LF, =0
2. Concurrentes en un zf—x =0
| punto :
LF =0 [
4 ;
3. Paralelas IF, =0 IM,. =0
4. General

(ZF, =0 M
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= Otras formas de expresar las condiciones de equilibrio en el plano

Caso A. SMa=0 SMz=0 XF.=0

"estas ecuaciones son independientes, es decir es condicion necesaria y suficiente
para el equilibrio de cualquier sistema plano de fuerzas, si la suma de los momentos
de todas estas fuerzas respecto de dos centros cualesquiera A y B, y la suma de sus
proyecciones sobre el eje OX no perpendicular a la recta AB, sean iguales a cero"

SMiz0 6 SMsz0 = a
é

ZE?&O = 5

Necesario: s1

Suficiente: Si M4 =0y Mg = 0, tal sistema puede tener una resultante que

pase por Ay por B.

Pero como AB no es perpendicular a OX, dicha resultante tendra
componente en X lo cual es imposible porque Rx = 2Fx = 0.

Esto solo se cumple cuando R =0 con lo que queda garantizado el
equilibrio.

Si AB fuera perpendicular a OX tendriamos:
R =Ry - ay - No equilibrio

Ademads 2Fx = 0 darfa 0 = 0 (por eso se pone como
condicion que AB no sea perpendicular a OX)

TM, =0

EJMA =0 ‘!
YF. =0 ]"‘

L Anélogamente ocurrird con:

SMi=0 SMsz=0 3F,=0
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CasoB.  Sumi=0 SMs=0 SM.=0

"estas ecuaciones son independientes, es decir es condicion necesaria y suficiente
para el equilibrio de cualquier sistema plano de fuerzas, siempre que la suma de los
momentos de todas estas fuerzas respecto de tres centros cualesquiera A, B y C sean
iguales a cero, y estos puntos no sean colineales"

Necesario: S1 SMaz0 6 SMs#20 6 SMs#20 = a
Suficiente: si XMa =0 y Mg = 0, tal sistema puede tener una resultante que
pase por Ay por B.

Pero como 2Mc = 0, dicha resultante ha de pasar también por C,
lo cual es imposible por no estar en linea con A y B, quedando
garantizado el equilibrio.

IMy=0
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2.4. DETERMINACION ESTATICA.

= Hasta ahora:

los soportes son
los minimos
necesarios para
que el S.R. no
pueda moverse
bajo cualquier
estado de carga

A 4

S. Rigido
completamente ligado
caso (Dot = Mo )
Estaticamente p( \Incog ecs indep.
Determinado Plano XY:

(n=3ecs) - (m=3 incdg)

Ligadura: restriccion que impide el movimiento

Superabundantes- se quitan y no afectan al equilibrio

Veamos otros casos diferentes:

. Caso Estaticamente Indeterminado o Hiperestatico

los apoyos aportan

mas ligaduras que

las necesarias para
inmovilizar la

no pueden
determinars

A 4
A 4

n>m

e todas las
incognitas

A 4

estructura Inmovilizacion total con
ligaduras superabundantes
Ejemplo 1: T _ T 3
S S
- -
n =4 incognitas
m = 3 ecs. independientes T+ A | P B,
ZMA = O — By ! .‘:‘i-_. & -
A —
ZFX = 0 = Ax + BX = ?
Componentes Fbaltad ecualc:lo(il . adICIQI/lal
estaticamente » (basa ﬁ cn la le Ofmabilon)
indeterminadas que haga el problema
resoluble
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2. Caso de Estructura parcialmente ligada

. Una de las
Las ligaduras que :
ecuaciones de
aportan los apoyos no » n<m > L
.. equilibrio no se
son suficientes para .
i .. satisface
evitar el movimiento
de la estructura
T _ T .
S S
Ejemplo 2: _ _
P P
2 . . . I lk_‘ r
n = 2 incognitas R
gn A B Ay B,
m = 3 ecuaciones
dYMA=0 - By

2.Fx =0 | no hay restriccién en X .

A 4

No habri equilibrio a
no ser que la suma de

las componentes
horizontales de la
carga sea cero (causal)

= Conclusion:

-

A 4

La figura no se mantiene en
equilibrio en condiciones
generales de carga

n=m es condicion necesaria para que un S. Rigido esté

< que,

9 paralelas ni concurrentes

completamente ligado y para que las reacciones en los
apoyos estén estaticamente determinadas. Sino ocurre

es condicion suficiente: que las 3 ligaduras no sean
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3. Caso Estructura Impropiamente Ligada

Veamos porqué n = m es condicion necesaria pero no suficiente.

Ejemplo 3A:

n=3 - Ay,By,Cy

m=3-1 - ... 2 Fx =0 (no valida)

Aunque hay 3
ligaduras, al no estar
adecuadamente
dispuestas, la
estructura puede
moverse
horizontalmente

T

No habré equilibrio a no ser que la
suma de las componentes
horizontales de la carga sea cero

A 4

A 4

Solo valen 2
ecuaciones
para
determinar las
3 incognitas

Reacciones
estaticamente
indeterminadas

A 4

A 4

Es impropiamente ligada
(inmovilizacion

parcial/incompleta con ligaduras

inadecuadas/impropias)

Las ligaduras impropias
generan también
indeterminacion estatica
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Ejemplo 3B:

n=4 - A, Ay, By, Gy
m=3-1 - ZMAzO
(no valida)

A 4

T
C- S
P
: B
A
No hay equilibrio en

condiciones generales
de carga ya que las
rectas soporte de By C
pasan por A

La estructura
puede girar
alrededor de A

A 4

Reacciones

A 4

A

estaticamente

A 4

= Conclusion:

indeterminadas

Es impropiamente
ligada (inmovilizacion
parcial con ligaduras
superabundantes)

A 4

Las ligaduras impropias
generan también
indeterminacion estatica

un S.R. estd impropiamente ligado siempre que sus apoyos, aunque
generen un n° suficiente de reacciones, estén dispuestos de tal forma que

todas las reacciones sean concurrentes o paralelas.

Inmowviizacidn total.

Ligaduras adecuadas.

Tnmewviliacidén madecuada.
Impropiamente ligada.

Inmowlizacidn mcompleta.
Parcialmente ligada.

Tnmoswilizacidn excesva.
Ligaduras superabundantes.
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Ejercicio propuesto

La figura muestra una serie
de placas con sus ligaduras
que se someteran a cargas
exteriores. Identificar los
casos.

* Resumen:

para estar seguros de que un solido rigido bidimensional estd
completamente ligado y que las reacciones en sus apoyos estén
estaticamente determinadas, debe comprobarse que:

las reacciones introducen exactamente tres incognitas

los apoyos estan dispuestos de forma tal que las reacciones no sean
ni paralelas ni concurrentes.

En el espacio,

Inmovilidad Total. Inmovilidad Incompleta. Inmovilidad Excesiva.
Ligaduras adecuadas Ligaduras parciales Ligaduras Superabundantes

Impropiamente Ligada Hiperestatico
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= Reflexion final:

A Los sistemas de soporte que generan reacciones estiticamente
indeterminadas deben usarse con precaucion y s6lo cuando se conozcan
los efectos.

A A veces los andlisis que presenten reacciones estiticamente
indeterminadas puede realizarse parcialmente (obtener algunas de las
incognitas).

A Los sistemas de apoyo que generen ligadura parcial o impropia deben
evitarse en el proyecto de estructuras estdticas, aunque una estructura

de este tipo no tiene necesariamente que desplomarse (2. Fx = 0).

A Algunos sistemas deben estar parcialmente ligados, como son los que
se proyectan para que puedan moverse (p.e. mecanismo vagon de
ferrocarril con los frenos).
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2.5. SOLIDO SOMETIDO A DOS Y TRES FUERZAS.
= Condiciones de Equilibrio:

[J Cuerpo sometido a dos fuerzas = es necesario y suficiente que las
fuerzas sean colineales, iguales en modulo, y de sentidos contrarios

[J Cuerpo sometido a tres fuerzas = es necesario y suficiente que las
tres fuerzas sean concurrentes y que 2 F; =0

El poligono cerrado
satisface ¥F =0
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2.6. EQUILIBRIO EN TRES DIMENSIONES.

= Implica que todas las fuerzas y pares que actiuan sobre el cuerpo
forman un sistema cuya resultante (incluidos los pares) es nula,

4=0 = R=R+R+R. =3SF+3F,+3F.=0
a=0 = M=SM.+3M,+3M.=0

estaremos en un sistema inercial (sin aceleraciones ni fuerzas de

Inercia)
($F.=0
SF,=0
. . o SF.=0
» Es necesario y suficiente que simultdneamente < .
2M:=0
SMy =0
L 2M:=0
SiR=0 = M, no depende de ningiin punto
(
SF20 = a , IR#0 = a , IF.20 = a
Necesario: { 6
SM20 = a , IMZ0 = a , IM.20 = a
\

Suficiente: S1 R =0 = el sistema puede reducirse solo a un
par, y como M = 0, tiene lugar el equilibrio
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= Simplificacion de las condiciones de equilibrio.
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- CATEGORIAS DE EQUILIBRIO EN TRES DIMENSIONES

‘ Sistema de fuerzas Diagrama de sélido libre insg::irc?ilt-;iies |
1. Concurrentes en ]
un punto TF, =0
ZPy =0
LF, =0
|
| i.'EdﬁEL}}'rEh'tééEHm"""m" .
' una recta | |
! ‘ TF, =0 3IM, =0
I B |
, | | E‘Fy = O EMZ D
| | SF, = 0
3. Paralelas ) ‘
ZF, =0 EMF
| M, = 0
| 4. General ‘ -
. :y |
| B (EF,=0 IM, =0
EF}J = EMH 0
XF. =0 EM 0
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2.7. REACCIONES EN LOS SOPORTES Y ANCLAJES EN
EL ESPACIO.

Este tipo de soportes es semejante al caso de soportes en dos
dimensiones, con la salvedad de que se afiade una nueva coordenada:
la tercera dimension Z.

Ejemplos

Empotramiento O
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Tipo de contacto y origen de las fuerzas

1. Miembro en contacto con superficie lisa o0 miembro
con apoyo esférico.
12

MODELOS PARA LA ACCION DE LAS FUERZAS EN TRES DIMENSIONES i

Accién sobre el cuerpo a aislar

]

Fuerza normal a la
superficie v dirigida
hacia el miembro,

il

Hay posibilidad de que

p sobre el miembro acttie
I una fuerza F tangente a
1 . la superficie (fuerza de
-~ rozamiento), ademas de
Ct—=F  una fuerza normal N.

3. Apoyo de redillos sobre ruedas con vinculo lateral.

.z

Ademas de la fuerza normal N,
V2 ede existir una fuerza
| teral I ejercida por la guia
sobre la rueda.

Una rétula que pivote
libremente en torno al centro
de la bola puede soportar una
fuerza R de tres componentes,

5. Unidn fija (empotramiento o soldadura).

Ademds de una fuerza

de tres componentes, las
uniones fijas pueden
soportar un par de fuerzas
de momento M
representado por sus
componentes.,

N
Rz EMF
-y
ol I 1

Un cojinete de empuje puede
riar una fuerza axil £,

ademis de fuerzas radiales

R,y E., En ocasiones, los pares

M, y M, deben suponerse

nulos para lograr la isostaticidad.

¥

46
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2.8. EJERCICIOS RESUELTOS.

A Continuacion se muestran una serie de ejercicios resueltos como ayuda para asentar el contenido
tedrico mostrado.

9. Los cables unidos en C estan cargados como se muestra. Sabiendo que S =360 Ny K = 90
N con o = 38°, hallar:

50 cm

a) El esfuerzo en el cable AC.
b) El esfuerzo en el cable BC.

Sabemos que,

24
=tan™' = =26,64°
p 50

Aplicando las condiciones de equilibrio al punto C,

> F, =0 = 90-cos38=T,-c0s26,64
YF,=0 = T, +T,,-sen26,64+90-sen38 =360

De dicho sistema obtenemos,

T, =7934 N
T, =26901 N

10. Para cada una de las placas cargadas de la figura, con las fuerzas en kN y las distancias en
mm, hallar las reacciones en los apoyos A y B.

BTN v 12
¥ 2

F 3

{

=
\? 12 12
a1 N
*S B 5* 5
Placa Izquierda ; 12 . 12
Aplicando las condiciones de equilibrio al diagrama de  J 2 £ 19
cuerpo libre mostrado tenemos, \-‘7 "
S>F, =0 = A, =B, +9 i_ Bz
SF=0 = A =7+5 ﬂz"ﬂy *5 B

M, =0 = 0=912+2-512
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Se observa que el problema es impropiamente ligado por concurrencia de las reacciones en el punto
A. Esto genera hiperestaticidad, quedando inutil la ecuacién de momentos. La estructura se
deformaria girando en torno a la articulaciéon A hasta alcanzar una nueva posicién de equilibrio.

Asi pues, no se pueden obtener las reacciones.

Placa Derecha

Aplicando las condiciones de equilibrio al diagrama de
cuerpo libre mostrado tenemos,

YF, =0 = A, =9
YF,=0 = A +B, =T7+5
SM,=0 = 9-12+2+B,-24=5.12

De donde se obtienen los resultados,

B, =-2,08 kN
A, =1408 kN
A, =9 kN

7 12| 12
2 9
¥ Q p
12
A —] B
ﬂxﬂ * [y
Ay 5 5By

Se aprecia que la reaccidn By tiene sentido contrario al representado.

11. Hallar las reacciones en el empotramiento A de la viga en voladizo mostrada, sometida al
par y a la doble distribucion de carga, constante y linealmente decreciente.

Antes que nada obtenemos el diagrama de cuerpo libre
representado en el que ademds de las reacciones del
empotramiento, cambiamos las cargas distribuidas por
cargas concentradas localizadas en el centroide de la
distribucién de carga.

y . 12,5 1
( LA | | ‘")
Ay S T ¥ y | B
ﬂ - i | |
12 " 2 Tsplsmlss

A continuacién aplicamos las condiciones de equilibrio como sigue,

bT
3Tim
y 1T-m
A r L J ¥ ¥ L J ‘)
B
4m bm 1m
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DY F,=0 = A, =0

YF =0 = A :3-4+%:24,5

dYM, =0 = 12-2+12,5-(4+§)+M:1
3

De donde obtenemos el valor final de las reacciones en el empotramiento, compuesto de una
reaccion y un momento de empotramiento de valores,

Se aprecia que el momento en el empotramiento es en sentido contrario al representado
inicialmente, esto es antihorario.

12. Las dos barras de la figura articuladas en A, B y C experimentan la accién de las fuerzas
exteriores verticales S = 40 kN y R = 65 kN. Hallar:

a) las reacciones en los apoyos A y B que garantizan el equilibrio.
b) La reaccion en la articulaciéon C.

a) Considerando el sistema de las dos barras completo, dibujamos su diagrama de cuerpo libre para
aplicarles las condiciones de equilibrio.

Y F, =0 = A, =B,
YF, =0 = A, +B, =40+65
SM,=0 = B,-10+B,-72=40-32+65-55

Se aprecia que el sistema no tiene por si solo solucion, por haber cuatro incégnitas y sélo tres
ecuaciones. Buscaremos mds ecuaciones descomponiendo el sistema global en dos subsistemas que
estaran también en equilibrio. Asi, obtenemos los siguientes diagramas de cuerpo libre, al cual le
aplicaremos las condiciones de equilibrio.
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= C*R
5
3
CY R ﬁ—'? EX
] B |10
B, R
~ s 17

Aplicando las condiciones de equilibrio a la barra AC tenemos,

SF, =0 = A, =C,
SF =0 = A =C,+40
SM,=0 = C,-40+40-32=C,-23

Si sumamos este sistema de ecuaciones al correspondiente al de equilibrio global, tenemos en total
6 ecuaciones con 6 incégnitas de donde obtenemos los siguientes resultados,

A, =B, =C, =23033 kN
A, =14044 kN
B, =-3544 kN
C, =10044 kN

Las reacciones definitivas en los apoyos A y B quedan como,
A
B

230,337 +140,44 j
230,337 —=35,44

Observando el diagrama de cuerpo libre de la barra BC vemos que las reacciones en C son iguales
y opuestas que las correspondientes en la barra AC. También se podria haber resuelto el problema
acudiendo a las ecuaciones de dicho diagrama junto con las del diagrama global, (en lugar de las
que hemos utilizado de la barra AC) con las siguientes ecuaciones,

SF =0 = A =C,

SF=0 = A, =C,+40
SM,=0 = C,-40+40-32=C,-23
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13. Los apoyos fijo O y mévil C mantienen la placa mostrada en la figura en equilibrio. Las
fuerzas se muestran en kN, y los pares directamente en KN-cm. Hallar:

a) Reacciones en dichos apoyos 5 25 20 20 25 7
b) Reacciones en los apoyos a partir
del sistema fuerza-par equivalente A 425 B
en O. 7 ' 100
i gl]F 4 ‘ 1 £ -
17 100 Fii] 120
4 ¥
18 A
20 —
9 100
0 C

En primer lugar dibujamos el diagrama de cuerpo libre, quitando los apoyos y colocando en su
lugar las reacciones correspondientes,

L] 25 20 20 25 i
F
A 2'5 B 100
¥
i i ‘ f { -
17 90 100 75 170
4 ¥
18 f
20 —af
g N 100
OX.-_JL Fy "'
Oy Cy

Aplicando las condiciones de equilibrio en el plano tenemos,

SF,=0 = 0,+90+100=0
SF,=0 = 0,+C, +75+100=120
S M, =0 = 90-48+25+20+100-48+120-95 = C, -102+100 +75-70 +100-30

De donde obtenemos el valor de las reacciones,

0, =-190 N
C, =119,75 kN
0, =-17475 kN

Se aprecia que las componentes de la reaccion en O tienen sentido contrario al representado.

b) Obtengamos las reacciones reduciendo el sistema de fuerzas al punto O. Consideramos positivo
el sentido horario del momento. En tal caso obtenemos el siguiente sistema fuerza-par aplicado en

O,
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R=190i +55] kN , R=1978,,,
M =12215k kN-cm

J= 12215
197.8

=61,75 cm

Jil555‘ o ‘_,
O } 190 T
12215k

Aplicando las condiciones de equilibrio al sistema formado tnicamente por la resultante a la
distancia d, tenemos:

SF, =0 = 0, +197,8-c0s16,14°=0
SF,=0 = 0,+C, +197.8:sen16,14°=0
SM,=0 = 197,8:61,75=C,-102

De donde se obtienen las mismas reacciones que en el caso anterior,

0, =-190 kN
C, =119,75 kN
0, =-17475 kN

14. Hallar la reaccion en el empotramiento O de la barra que lleva soldada en K a la placa
triangular. La fuerza P toma el valor de 34 kN.

-
=

Estamos ante un problema de equilibrio en el espacio. En primer lugar obtengamos el diagrama de
cuerpo libre del sistema.
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Aplicando el equilibrio de fuerzas tenemos la reaccién en el empotramiento de componentes,

0, =34-c0s21,54=31,62 kN
0, = -34-sen21,54=12,48 kN
0,=0 kN

Aplicando el equilibrio de momentos obtenemos el momento en el empotramiento M,

k
200 = 249,61 +632,4
0
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3.1. FUERZAS DISTRIBUIDAS.

= Las fuerzas que suponemos concentradas (direccion y punto de
aplicacion determinados) actian en realidad distribuidas sobre:

Una linea (distribucién en linea):

-intensidad en N/m
-vigas y cables en estudio

Una superficie (distribucion superficial):

-mayoria de las fuerzas de contacto
-presion externa, esfuerzo interno
-intensidad N/m? = Pa

Un volumen (distribucién voliumétrica o
cubica):

-fuerzas debidas a campos: gravitatorio, magnético, etc.
-actuan sobre todo el volumen del cuerpo
-intensidad en N/m’

A La fuerza distribuida se puede reducir a una fuerza concentrada
equivalente R de magnitud y ubicacion conocidas, para el calculo de la
reacciones en los soportes.

q kN/m
¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ ¥ B B
AN _?_
3 ] T 1.60m —f— 1.5 m —> ]
m
" + 3akN
k¥,
Ty
= Tws 103
y
N _‘qa'_ AN -
bm 2 m—%
¥ 10 kN
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3.2. CENTROS DE GRAVEDAD.

= Fuerza de la gravedad:

» Fuerza distribuida mas importante que actia como un sistema de

" "

fuerzas "uniformes", "paralelas”, y verticales distribuidas por todo el
cuerpo

su resultante es el peso aplicado en el c.d.g.

A Centro de Gravedad (c.d.g.) y Centro de Masas (c.d.m.)
= c.d.g.: punto donde se supone aplicado el peso del cuerpo

= c.d.m.: punto donde se supone concentrada la masa del cuerpo entero
referente a la atraccion gravitacional — simplifica problemas

= Para cuerpos extremadamente grandes (planetas, etc.) c.d.g. # c.d.m.
ya que la magnitud y direccidn gravitacional (hacia el centro) varia
entre diferentes partes/particulas del cuerpo( g # cte)

= Para cuerpos de tamafio "normal" consideraremos el efecto anterior
despreciable y por tanto g =cte y c.d.g. = c.d.m.

_ X-dP xX-gd x-d _
R

Supondremos pues un campo gravitatorio uniforme y paralelo

cdg

Fioura 3.3.
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» Aunque indica las zonas de acumulacion de masa, puede estar
localizado fuera del cuerpo

# Calculo de C.D.G.

= Se calcula por integracion, aplicando el Principio de los Momentos
que dice:

"El momento de la fuerza gravitacional resultante P respecto a cualquier eje
es igual a la suma de los momentos respecto al mismo eje de las fuerzas
gravitacionales dP que actian en todas las particulas consideradas como

elementos infinitesimales del cuerpo”
z

Respecto al eje OY:

dP - peso de cada elemento diferencial dm
dM, - momento que crea cada dP respecto OY

tendremos

P=[dP
M,=[dM =[x-dP x

"Para que la fuerza P supuesta concentrada en el c.d.g. sea equivalente al sistema
distribuido es necesario que su linea de accidon pase a una distancia “x” del eje
OY (coordenada del c.d.g.), de forma que el momento ejercido por P sea el
mismo que el momento real de la distribucion”

M,=[dM, =[x-dP=X-P

Despejando la coordenada del c.d.g. en x:
[x-ap
P

X =

Andlogamente para los otros ejes obtenemos las coordenadas del c.d.g.
enYyenZ,

Yzjy-dP | szz-dP

P P
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Podemos expresar dichas coordenadas
en forma vectorial,

Si:

vector posicion elemento diferencial
r=xi+yj+zk

vector de posicion centro gravedad

R=Xi+Yj+Zk

tenemos _ [Feap
R =
P

Como

Tenemos otras expresiones para el c.d.g.,

)?=J.)_C dm _:Ji-dm _=IZ dm
m m m

Y:jxdv Y:jy-dv Z:jzczv
1% 1% 1%

)?J)_CdA YzjydA szz-dA
A A A

= Se observa que la posicion del c.d.g.

no depende de g
si depende de la geometria y masa del cuerpo

58
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P Aplicacion a sistemas de particulas

= Para un sistema de n particulas de masa m;, V;, masa total M y
volumen total V, tendremos

ZXI - Pi zyl - Pi Zyl - Pi

_zl —ll Z_zl
P P P
zx: mi Zyl mi Zyl mi
X—zl _—tl —ll
M M M
z}csz Zyl‘/l Zyl‘/l
_zl —11 —11
% V V
ZXI cAi Zyl -Ai zyl -Ai
_zl —ll —zl
P P P
ZXI -Li zyl -Li B ZylLl
—zl —zl — _i=l
P P P

» Simplificacién de la posicién del c.d.g.

» Elegiremos los ejes de referencia de manera que simplifiquen las
condiciones de contorno

» Aprovecharemos que la coordenada del c.d.g. es nula:

Cuando tengamos una recta o plano de simetria que hacemos
coincidir con eje o plano coordenado
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3.3. CENTROIDES DE LINEAS, SUPERFICIES Y
VOLUMENES.

= Si un cuerpo es homogéneo (p = cte) = las expresiones del c.d.g.
localizan el llamado “centroide” y definen una propiedad del cuerpo
puramente geométrica.

Centroide y c.d.g. o c.d.m. coinciden siempre que el cuerpo sea
homogéneo
= Tres categorias de calculo de centroides: (segiin vimos en c.d.g.)

= [.inea:

varilla delgada L, Ay p

dm=p-A-dL
Si Ay p=ctes.:
_ |x-dL _ |y-dL _ |zdL
X = J- Y = J-y 7 = J-
L L L

= Superficie:

Placa delgada de A, e, p

dm = p-e-dA

Sipye=ctes.:
_ |x-dA _ y-dA _ |z-dA
X = J-X Y = J-y 7 = J-Z

A A A
= Volumen:
Cuerpode V, p

dm= p-dV

Si p = cte en todo el volumen

Y:jx-dv Y:jy-dv ij-dv
Vv Vv Vv
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P Centroides en figuras mas comunes en linea y superficie.

CENTROIDES DE LINEAS Y AREAS MAS COMUNES

Arco Circular

Area Rectangular

__b
v _ _ rsena 4 X 5
x —_
2 _ I -
o y-= 0 _;r_ y )
i - |
L=2ra X S=b-h
- S -
Sector Circular Area Triangular __a+b
7= 2rsena ; X = 3
r/}‘ 3a ok
" 7 V=3
! T
E_'i 5 b-h
s=r'a s=22
a 2
Arco de Cuadrante Area Semiparabola
" ____2r 4 __5b
X=y=— xX=—
n 8
__2h
4 X 2b-h
X S=—
i q 3
Cuadrante de Circulo Cuadrante de elipse _ 4aq
¥ ___ _4r Y X=——
xX=y=— RY/4
3 __4b
Y
- |+
¥ L = L4 24
- X : t».i' 7-a-b
S =
== —— y
Semicircunferencia Semicirculo
¥ X=r ¥ X=r
— _ 2r _ 4r
y=— Y=
T 3m
mr?
L=nr S =

61
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= Si el cuerpo es regular o tenemos un sistema de particulas:

Cambiaremos las integrales por sumatorios j Sy

Ejercicios Propuestos
a) Hallar por integracion directa, el centroide de un tridngulo y de un
rectangulo, de base B y altura H.

b) Hallar el centroide del drea limitada por las curvas y = x%, e y = x+2

¢) Hallar el centroide del 4rea limitada por las curvas x = 3y2, e y = 3x>
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3.4. CENTROIDE DE OBJETOS COMPUESTOS.

» A menudo se puede descomponer un objeto en elementos mas sencillos
(cuadrados, tridngulos, etc.) cuyos centroides y areas son mads féciles de
calcular 2

X2 |
Esto lo veremos para: T F’
(’_? _r_.—-'—'_"‘-\.__ .:—'—'I‘ll_‘—\——._
T | |
- Figuras en el plano \/’ L !: 2 \\

. . 7 . iz \
- Figuras en el espacio wl/— G- o
5 xﬁ/f

my

Para la figura incluida en el plano XY y aplicando "Principio de los
Momentos":

(m1+m2+m3)-X =mi-x1+m2-x2+ms- X3

Si tenemos n partes p, cada una con coordenada de c.d.g. correspondiente,
obtendremos,

Zmp‘)_cp Zmp Vr
p=

Emp ZP
- - = — = — P=
x_n— yE=—— 7=—

S S S
p=l1 p=1

La coordenada z aparece cuando ampliamos el estudio al espacio

En caso de tener objetos irregulares, el planteamiento serd el
mismo, pero cambiando los sumatorios por las integrales
correspondientes

Sustituyendo m por L, A, y V, obtendremos las expresiones
analogas para lineas, superficies y volumenes, respectivamente.
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64

¥ Segun estemos en plano o espacio tendremos 2 o 3

coordenadas

X Cualquier agujero o cavidad contard con signo menos

(-m, -L, -A, -V, etc.)

= El sistema de referencia tunico que tomemos serd clave para la
determinacion del c.d.g. del sistema formado por los objetos

compuestos

Ejercicios propuestos

Calcular las coordenadas de los centroides para las figuras mostradas.

= Lineaen el plano

Parte

L

Xj

Li' Xi

Vi

|

2
3
4

» Superficie en el plano

Parte

Aj

Xj

Ai- X

Vi

1

2
3
4

100 mm

160 mm

Fioeura 3.11.
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= (Objetos compuestos en el espacio
(ejemplo resuelto)

Localizar centroide de la linea espacial representada
en la figura.

Tabla
Parte |L; X Li-x; Yi L; Vi Zi Lz
1 |16 |8 128 |0 0 0 0
2 |14 |0 0 7 98 0 0
3 (31,1 |0 0 11,5 [356,3 |11,46 [356,3
Total | 61,1 128 4543 356,3

Descomponemos la linea en sublineas, y obtenemos los centroides de cada
unad z zZ Z

@ @ @ 11,457 cm

. cm- —_
. La cm K 11,457 cm |

Asi, las coordenadas del centroide seran,

ZXi'Li Z vi- Li
- 12 - 454
x =4 = 8 =209 cm y =2 = 24,3 =744 cm
L 61,1 L 61,1
Z yi'Ll
z =4 3363 583 cm
L 61,1

» Superficie en el espacio

Abordaremos este caso mejor en el apartado Teoremas de Pappus-Guldin
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= Volumen

Ejemplo resuelto

Localizar centroide de la figura. El cilindro se encuentra centrado sobre la
superficie horizontal superior del cubo.

20
y
Ps
20
450 30
5 ‘]\*{/ X
42 2 |
z
Parte Vi Xi Vi-xi Vi Viyi Zi Vi-zi

Cubo | 25200 | 21 | 529200 | 10 | 252000 |-15| -378000
Prisma | 6600 |4933| 325578 | 6,67 | 44022 |-15| -99000
Cilindro | 4712,39 | 21 | 98960,19 | 27,50 | 129590,72 |-15| -70685,85
Total | 36512,39 953738,19 425612,72 -547685,85

n

sz'-Vi
: _953738,19

X=r - =26.12  uds
% 36512.39
Vi se127

y =2 = = =11,66 uds
% 36512.39
YV 4768585

zZ =" = ——=-15 uds

Vv 36512,39



TEMA 3. CENTROS DE GRAVEDAD Y MOMENTOS DE INERCIA. 67

Ejercicios propuestos

Determinar el centroide de la siguiente placa compuesta sin espesor.

~
/o,

Y 242 F—14 22,2

45

— 2

Determinar el centro de gravedad del perfil representado si presenta las
siguientes caracteristicas en sus partes,

Parte I: material acero (p = 7,8 Kg/dm?), espesor 3 mm

Parte II: material cobre (p = 6 g/cm?), espesor 3 mm

Parte III: material aleacion de aluminio (p = 7,9 g/cm?), espesor 3
mm

22

42
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3.5. TEOREMAS DE PAPPUS-GULDIN.

= Son dos teoremas referidos a superficies y cuerpos de revolucion

» Fueron formulados por el geometra griego Pappus (s. III DC) y
restablecidos por el matematico suizo Guldin

= Recordemos que:

Superficie de revolucion es aquella se genera girando una curva
plana con respecto a un eje fijo

| =

cono esfera cilindro

Un cuerpo o volumen de revolucion se genera girando un area con
respecto a un eje fijo
= Aplicaciones:

o Calculo de volumenes y superficies en figuras regulares,
conocidos los centroides de sus generatrices

o Localizacion de centroides en curvas o superficies planas
regulares conocida la superficie y/o volumen generadas por éstas.
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Teorema 1.

“El area de una superficie de revolucion es igual a la longitud de la curva generadora
por la distancia recorrida por su centroide (O - y) al generarse la superficie”

S=a-y-L
* Demostracion:
Tomamos un dL a una distancia y de OX.

Al girar una vuelta respecto a OX se genera
un anillo de superficie dS,

dS =2m.y-dl. , y= Iy;lL
S =[dS =2n]y-dL :2nj;LL-dL =277-y-dL

Ejemplo resuelto

La superficie del sombrero

hueco sera,

I 2r

7c=2r—2=2r(1—l] L=

T T

S=2m% L= 2ﬂ-2r(l—lj-% =277 (7-1)
7T



TEMA 3. CENTROS DE GRAVEDAD Y MOMENTOS DE INERCIA. 70

Teorema I1.

“El volumen de un cuerpo de revolucion es igual al drea generadora multiplicada por
la distancia recorrida por su centroide (0 - y) al generarse el volumen”

V=a7yS
= Demostracion: 5

Tomemos un dS a una distancia y del eje OX. ,
Al girar una vuelta respecto a OX, se genera
un anillo de Volumen dV ;

Jy-dS
S

T

dv =2my-dS , y=

il
T

V=[av=2nfy-ds =2nj%-d§ =277-y-S

|
| r l

Ejemplo resuelto

El volumen ocupado por el sombrero serd la diferencia entre el volumen
cubico y el correspondiente al cuadrante circular,

2
)_622r—ﬂ:2r 1—i S:r-r—nr +r-r
RY/4 RY/4 4

V = Vrect - chadr.circ. = 277— X ’ Srect =

S e T2TT-X

rect rect

2 2
srrorr=2moad =2 T s am oo 1= 2| | BT
RY/4 4 RY/4 4

cuadr.circ.
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Ejercicios propuestos

Determinar el area y volumen del troncocono
Representado en la figura.

Una cadena de un petrolero tiene 800 eslabones de acero como el
mostrado con las unidades en dm. Si el radio de la seccidn circular es de 5
cm, determinar:

a) litros de pintura necesarios para pintar la cadena si cada metro
cuadrado de superficie demanda un litro.
b) peso de la cadena (y= 7,8 Kg/dm?).
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3.6. CARGAS DISTRIBUIDAS SOBRE VIGAS.

» Cargas distribuidas
peso propio (la mas comun)

equivalente a una carga concentrada que pasa por centroide del drea
de distribucion, y cuyo médulo es el valor del area.

Demostracion:

= Sea la viga que soporta carga distribuida Q(x) en N/m

Qpg = ()
Sobre el elemento de viga dx actua 0 A
N dx X
dQ =Q(x)-dx ¥ Jrl

La carga total que soporta la viga serd
0=[0(x)-dx=S$
= Asi pues,

La carga distribuida Q(x) = f(x) equivale a una carga concentrada de
modulo igual a la superficie bajo el diagrama de carga

* Esto solo vale a efectos externos (calculo de reacciones)

* No vale a efectos internos (calculo de deformaciones o
esfuerzos internos)
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¥ La linea de accion pasara por el centroide de la superficie:

Demostracion:
Sabemos:
* la coordenada de paso del centroide 3 j;x-dS
X =
S

* Q produce un momento igual a la suma de los momentos producidos
por cada una de las fuerzas que componen la distribucion

Qg = 10

—
h
QL
1S
-
|
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Ejercicios Propuestos

Determinar las resultantes que actian sobre los apoyos para las vigas
mostradas en la figura inferior.

6 kN/m
4 kN-m
AT 4 b+ b 6 kN/m B
N (_‘,.a' A A A A &
2m Tm Tm 2m 1.1m
bT
3T/m




TEMA 3. CENTROS DE GRAVEDAD Y MOMENTOS DE INERCIA. 75

3.7. CONCEPTO DE MOMENTO DE INERCIA.

A Se emplea en Dindmica, y en Mecdnica de Materiales

A Lo vemos en Estatica debido a:

= El método de los primeros momentos se extiende con facilidad para
analizar las inercias

= Sirve como preparacion para la aplicacion en la Dindmica y
Mecanica de Materiales

> Inercia:

= Tendencia de la materia a permanecer con su cantidad de

movimiento (en reposo o0 a v = cte) = resistencia al cambio, tanto en
traslacion (M) como en rotacion (I),

=m-a

F
M=1I-qa

» Momento de Inercia (mdi)

= La inercia en la rotacion depende de la masa y de la distribucion de
ésta respecto al eje de giro

z
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» Radio de giro

= Referido a un eje s
» Es la distancia al eje de un punto en el que habria que concentrar
toda la masa del cuerpo para tener el mismo mdi respecto al eje, que

la masa distribuida

= Solo es una forma de expresar el mdi de un cuerpo en funcion de su
masa y una longitud

# Calculo del Momento de Inercia

El mdi de cuerpo con masa distribuida es,

dl . =r}-dn=(y"+z")dm z

r = distancia menor desde dm a OX fﬁ dm

/N

I, :_[rf -dm = J.(y2 +z%)dm

Anélogamente tendremos: ¥

Fieura 3.28.
I, =[r}-dm=[(x*+2z")dm

m

I, =Irx2-dm=.[(x2 +y?)dm

m

En el calculo tendremos en cuenta,
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" dn=p-dV=p-dA-e

= segun tomemos dm tendremos una integracion simple, doble o triple

= usaremos coordenadas cartesianas o polares segun la geometria del
cuerpo

* Los dm deben seleccionarse de forma que:

x Todas las partes del elemento sean equidistantes del eje de referencia.
En caso contrario seleccionaremos dm de manera que sea conocido su
mdi respecto al eje para el cual hay que determinar el MDI del cuerpo.

% Si conocemos el cdm y el mdi respecto a un eje que pasa por cdm y es
paralelo al eje dado, podremos determinar el mdi respecto al eje pedido
usando el Teorema de Steiner como veremos mds adelante.

Ejercicio propuesto

Determinar el mdi de la barra cilindrica mostrada respecto a su eje
longitudinal "s". Asimismo hallar también el radio de giro respecto a
dicho eje.

]
Datos de la barra: \ R
p=1,1 Kg-m? !
Radio bases = 152 cm !
Longitud = 500 cm ;
L
Fioura 3.29.
¥
» mdi de sistemas de particulas de masa m;
. . . o my
Si consideramos el cuerpo formado por un sistema
de puntos materiales, tendremos -
3
n F’?EM
Ime‘al :Zriz'mi =r12'm1+r22.m2+“.+rn2'mn:I‘v1+1x2+“.+lm D 'r?‘
i=1 X
Es decir, el mdi del sistema de puntos de masa mi :
Fioura 3.30.

n_n

respecto a un eje "s" equivale a la suma de los mdi
de cada uno de los puntos respecto dicho eje
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Ejercicio propuesto

Sea el sistema de particulas mostrado con sus masas correspondientes.
Hallar los mdi respecto a los ejes coordenados.

m; = 5kg punto (1,0,0), my = 7,5kg punto (1,1,0), m3 = 2,5kg punto (1,0,1)
my = Skg punto (1,0,3), ms = 2kg punto (0,1,0)

» mdi de areas (Momento segundo de la superficie)

= Para un cuerpo plano tenemos ¥
——
dl, =y’ -dA m’ L
I, = I y?-dA
A

y = distancia menor desde dA a OX

= Concepto de gran aplicacion — representa la resistencia de una viga
a deformarse ante un momento

= Presenta interés en la aplicacion
Resistencia de materiales como sigue,

t

dF =k-y-dA

Consideremos las fuerzas distribuidas AF: v
X

- linea neutra
de moédulo proporcional al drea elemental

sobre la que actian
que varian proporcionalmente a la -
distancia "y" respecto al eje dado

dF = k-y-dA

Estas fuerzas distribuidas ocurren a nivel interno en una viga de seccion
transversal uniforme cuando la sometemos a dos pares extremos iguales y
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opuestos (flexion pura), siendo el eje de referencia el centroidal el
correspondiente a la linea neutra.

Las fuerzas que actian a un lado de la linea neutra son de traccion y por el
otro lado de compresion. En la fibra neutra no hay fuerzas. La resultante
de dichas fuerzas internas es:

R=[k-y-DA=k[y-dA=k-y-A=0
ya que el eje x coincide con el centroide y =0

El sistema de fuerzas AF se puede reducir a un par M, cuyo moédulo
(momento flector) serd la suma de los momentos de las fuerzas
elementales respecto al eje centroidal x.

Para un elemento diferencial tenemos, ¥
dF =k-y-dA
aM , = y-dF =k-y*-dA
b
x
Para toda la seccion tendremos, linea neutra

My =[dM, =[y-dF = [k-y*-dA=k[y*-dA

[y*-aa=1, es el mdi o momento de segundo

orden de la seccion de la viga respecto al eje
centroidal x.

Siempre tendremos 7, >0 ya que se obtiene multiplicando cada elemento
de area dA (da>0) por el cuadrado de su distancia (y*>0) al eje x e
integrando sobre la seccion de la viga

A FEl radio de giro sera:

n_n

respecto a un eje "s" cualquiera
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— IS
rG - X
P Momento de Inercia Polar v
dA
I,=[r-dA=[(x*+y*)-dA=[(x*-dA+y*-dA) sar
A A A
10 =Ix +Iy O i X
Fieura 3.34.

" [, = resistencia imaginaria de un area A a los desplazamientos
rotatorios en su propio plano alrededor del punto O

= Relativo a torsion de barras cilindricas y a problemas relacionados
con la rotacion en el plano

= ], siempre se calcula con respecto a un eje perpendicular al area
considerada

= Analogamente para los radios de giro tendremos:
2 2 2
rGo - er + rGy
* Dos conclusiones:

v’ 1> 0 siempre
v" Los mdi se pueden sumar
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3.8. TEOREMA DE STEINER.

= También conocido como teorema de los ejes paralelos

Iy =1, +md’
I, =1 +Ad’
Is = m.d.i. respecto cualquier eje "s"
Ieqe = Ic = m.d.1. respecto a eje que pasa por c.d.g. (masa) o centroide

(4rea) y es paralelo al eje "s". Siempre es el mdi minimo.

Demostracion del teorema: a resolver por el alumno

Ejemplo resuelto

Una figura plana tiene un drea de 5 cm? y una ordenada de su c.d.g. de 2
cm. Ademds, su m.d.i. polar respecto al origen de coordenadas vale 30
cm?* y el axial respecto al eje YY 6 cm*. ;Cudl es el m.d.i. del area
respecto al eje X’ X’ que es paralelo al X¢X;y a 1 cm sobre €1?

TN

igile

R“""-———‘#
— by —f— —

Pt B

Io :IXX+IYY - IYY:3()_6:24 cm®
xexe = Dxx _A'd)zf—Xg - Ay, =24-52°=4 cm*

wx = lyxe TAdy, . =4+51°=9 cm’
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3.9. MDI EN OBJETOS COMPUESTOS.

= Cuando un cuerpo pueda descomponerse en 10
formas simples cuyos mdi se conocen por tablas o T
se calculan con facilidad, podemos emplearlos
sabiendo que: 42

"El mdi de un cuerpo compuesto respecto a un eje

T
cualquiera "s" es igual a la suma de los mdi de las _ |8
distintas partes que lo componen respecto a dicho 4| L "

LR 32
eje".

— 2 —_ 2 2 2 —_
Is_Irs'dm_jrs'dml+_[rs.dmZ+”.+J’rs.dmn_lsl-'-ls2+.”+1sn
m m my

m,

x Los huecos o agujeros los consideraremos con mdi negativo al igual que
haciamos con los cdg o centroides.

22
Ejercicio Propuesto. .
¥ mo 10
Vamos a calcular para la seccion de la figura:
a) mdi respecto a la base (eje OX)
b) mdi respecto a eje centroidal paralelo a la base (eje G) I 42
¢) mdi respecto al eje OY

3
! x

| 32 )
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3.10. PRODUCTO DE INERCIA.

Esté relacionado con la distancia a dos planos ortogonales. Aparecen pues
dos coordenadas en cada expresion,

I, =_[x'y'dm
I, =Iy-z'dm
1, =Iz-x-dm

m

Puede ser positivo, negativo o nulo, segun el signo que tomen las
coordenadas

Para areas:
I, =_[x-y-dA
A

I, =jy-z'dA
A

I, = Jz-x-dA
A
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3.11. EJERCICIOS RESUELTOS.

A Continuacién se muestran una serie de ejercicios resueltos como ayuda para asentar el contenido
tedrico mostrado.

20. Calcular la altura h que debe tener el hueco interior para que el centroide de estructura
quede lo mas alto posible.

a) Calcularlo parak =0.25
b) Parak =0.75

<
>
i's
&

Lkb J h  -kbh -kbh’
b

W
[\
N

S 4 o0 Ko _bla- ki

2 2 2

S A7 - a’b _kbh® _ bUa’ - ki)
66 6

—_ 2 Ay, 3a-kh

y= ZA1 T - k2

El valor de la posicion del centro de gravedad es funcién de h (la altura del hueco). Para calcular su
maximo utilizamos la primera derivada.

k(a® - kh®) - (a - kh)(-2kh) _

y = fh); ffm=0- 3 (% - ki?)?

0

Simplificando la ecuacién anterior y despejando h obtenemos:

a
h=(1e1-k)—
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a) k=0.25

a
=(-1++/1- —
h=(-121-025)

Por tanto los dos valores posibles de h son 0.54Q y 7.46Q que es mayor siempre que Q, por tanto

para k=0.25 el valor de la altura del centro de gravedad es:

_ 3(a-0250054a) _ 280
YT 42 -0250054a)° a

b) k=0.75

a
h=(-1++1- 0'75)ﬁ; h=0.66a
Se desprecia la raiz negativa por el motivo anteriormente visto. Asi que el resultado es:

_ 3(a-075[066a) 225
YT 42 -0750066a)° a

21. Calcular el centroide de las siguientes figuras planas y homogéneas.

T Yy
b) ‘ 6em ‘
2¢cm
-
7em | 1tm
'
| X

a) Para calcularlo vamos a restarle al rectangulo exterior los dos rectingulos interiores.

A=Y A =6:7-4.15-525=235 cm’
-A3.42-35.12,5-3-
x:Zx, L 34223512536 0

DA 23,5

D> yirA _3542-225-125-5,25-6
y= = = 3,72 cm
DA 23,5
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b) Este apartado lo resolveremos dividiendo la pieza en bloques rectangulos.

A=Y A =T1-41-2:1+251+4.1+2:1=215 cm’ ¢ .
D XA 05.7+3-4+552+2,25.25+3.4+55.2

X = = :2,56 cm
> A 21,5 o =+ ]
DA 357+054+1-2+3525+654+6-2)

y= = :3,5 cm
DA 235 .

L]

22. Determinar el c.d.g. para la region limitada por la parabola genérica y>=4px, y=0 y x=a, la
altura debe valer b.
3 - 3 |a

Solucion: x = gb e ng b

(a,b)

2

ye=4px

Calculemos cudnto vale la constante p:

b2:4pa - p=-"

Por tanto tenemos que:

Calculemos los momentos de inercia:

by 1 ¢ bb? b* b b* , b
—[b/[dx:—J‘ = =

QXZI;YdEHA:,[Oz 2o a

_[® (b _b/b2 b by 26 55 2 5|b
Qy_-[oxd[dA_.[oXDme_.[oX ?de_ﬁ-[ox dx—ﬁb ‘§b ;
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A partir de los momentos se determinan las coordenadas del c.d.g.

23. Determinar el centroide del cuerpo sombreado representado en la figura. Considerar que
el cilindro perfora al cuerpo.

20
Primero obtendremos la tabla para después ¥
aplicar las expresiones conocidas para el
centroide de un volumen compuesto. ? —
20
450 30
5 \I\\(:, X
42 2 |
z
Parte Vi Xi Vi-xi yi Vi-yi Zi VLizi
Cubo 25200 21 529200 10 252000 -15 -375000
Prisma 6600 49,33 325578 6,66 43956 -15 -99000
Cilindro | -6283,18 21 -131946,78 10 -62831,80 | -15| 94247,70
Total 25516,82 722831,22 233124,20 -379752,30
25V graesim
X =42 = ~Z = 28,33
%4 25516,82
YV 3312420
Yy =42 = == =913
Vv 25516,82
yi-Vio
7 = i _ 3797523 _ _14.88
Vv 25516,82
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24. Empleando Pappus-Guldin obtenga la superficie y volumen de medio toroide en funcién
de sus radios exterior e interior.

Radio interior = Rin¢
Radio exterior = Rext R _-R
Radio seccion circular =r 2

()

I ’ Rezf

R

La superficie la obtenemos aplicando el 1° Teorema,

o
N’

2 _ p2
S :277'-?-[1:...: 2772(R€X[ Rim)
2
v Rext+ in
y :r+Rint :TR”
L:277: ]T(Rext _Rim)

Para obtener el volumen aplicaremos el 2° Teorema,

—_ 2772(Rext B Rim)z(Rext + R‘int)
8

V=2mryS=--

_ R _+R
y:r+Rim: extszt

S = 772 = %T(Rexr _Rint)2

25. Determinar la masa de la peonza de plastico, si la densidad es de 8520 kg/m°.

Utilizaremos el segundo teorema de Pappus para calcular el 10mm
volumen como sigue,

1 10
V=01%A i
y= A )|
> A 7
7

V= 277'2% ‘A =2m-(5200+13,3100 + ?O,SHSO2 +2,525+
T

m =V =8520-540186,33-10° = 4,6 Kg
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26. Hallar el momento de inercia axial de la figura respecto al eje que pasa por el centro de
gravedad y es horizontal.

4.5¢cm
Y
3
d
3
eje 2 rdy
_ G dl
1.5¢m 1
L I X
. 9¢cm

Primero debemos calcular el centroide G que segin hemos dispuesto los ejes estard localizado
sobre OY,

A=3A =915+315+4515=2475 cm’

. +3. + .
Y, = 0,7513,5+3-4,5+5,25-6,75 =238 em
24,75

Calculamos el momento de inercia de cada bloque considerando que su eje pasa por su centroide.

I :ib;f
12

El momento de la figura la calculamos como suma de momentos de cada bloque respecto al eje en
cuestion aplicando el teorema de Steiner.

I, = i9-1,53 =253 cm'
12

1
I,=—153 =338 cm*
12

L=14515 =127 em'
12

IG = IlG +12G +I3G = 11 'l'Al'dl2 +12 'l'Az’dz2 +I3 '*’As'd32 =
2,53-13,05-(2,38—0,75) +3,38-4,5-(3—2,38) +1,27-6,75-(5,25 —2,38) = 52,14 cm*
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