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Resumen: Se describen algunas de las rutinas elaboradas con el
programa Mathematica para la ensenianza de asignaturas con
contenidos matematicos relacionados con el calculo vectorial. La
creacion de ejercicios interactivos facilitan la comprension de
contenidos matematicos y el aprendizaje de técnicas que
requieren estas disciplinas.
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Variedades Diferenciables

Objetivos

»

»

»

»

»

»

Saber dibujar variedades diferenciables de dimensiones 2y 3 enR?*y

en R3 dadas en forma implicita, explicita o paramétrica
Utilizar los dibujos para decidir de forma intuitiva si un conjunto es

variedad diferenciable o no
Entender el concepto de curva de nivel y saber dedicir cuando es

variedad diferenciable
Saber calcular y dibujar espacios afines tangentes a una variedad en

R?yen R3 utlizando representaciones implicitas, explicitas o

paramétricas
Saber calcular y dibujar vectores normales a una variedad en R®yen

R3 utlizando representaciones implicitas, explicitas o paramétricas
Utilizar animaciones para visualizar vectores tangentes y normales
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1. Variedades diferenciables

1.1 Representaciones explicitas

Localmente, las variedades diferenciables son graficas de funciones diferen-
ciables, expresadas en alguna base ordenada de R".

Definicion 1.1.1: Representaciones explicitas locales de
una variedad de dimension k en R”"

Un subconjunto S c R" es una variedad diferenciable de dimensién k en
R* y de clase C" si para cada pe C existen una base B=

{uy, Us, ..., u,}deR"™, un entorno U c R" de p = x;u; + X Us + ... + Xy Uy,
un entorno Vc R de x, = x; Uy + X, Uy + ... + Xi Ug y una aplicaciéon f:V—s
R™* de clase C” con tal que S () U coincide con la grafica de fen Vyen la
base B.

Definicion 1.1.2: Espacio afin tangente en términos de
representaciones explicitas.
Dado un punto p € S, se elige una representacion explicita local de C
alrededor del punto p: f:V— R™ X, El espacio vectorial tangente a S en el
punto p = (x,, f(x,)) viene dado por:

T(p; S) = {(h', h*) € R™ h*® = Df (x,) h' }
El espacio afin tangente a S en p es el conjunto de puntos (x,y) € R"
talesque y —yo = f'(%o) (x = Xo).

Si la base es la canonica, las 6rdenes de Mathematica mas adecuadas a este
tipo de representacion son las instrucciones Plot y Plot3D para representar
graficas de funciones en R* y en R3. El uso de bases diferentes requiere
utilizar otras instrucciones como ParametricPlot y ParametricPlot3D.
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Rutinas 1.1 : Representaciones graficas de variedades en forma explicita.
Rectas y planos tangentes. Vectores normales.

Ejercicio
Encuentra la ecuacion de la recta tangente y de la recta

normal a la grafica de la funcién f(x) = sen(x) en cada
punto.
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Module[ {f, puntos, grafica, tangente, normal},
Manipulate[f[x_] :=5Sin[x];
puntos = Graphics |
{PointSize[0.03], Black, Point[{x0, £[x0]}]1}];
tangente = Plot [Tooltip[f[x0] + £ ' [x0] (x-x0)],
{x, -10, 10}, PlotStyle » {Thickness[.01], Red}];
normal = Plot [Tooltip[f[x0] -1/ f'[x0] (x-x0)], {x,
-10, 10}, PlotStyle » {Thickness[.01], Blue}];
grafica = Plot[Tooltip[f[x]], {x, -10, 10},
PlotStyle » {Thickness[.01], Black}];
Show[grafica, normal, tangente, puntos, Axes - True,
AspectRatio-» 1, PlotRange » {{-10, 10}, {-6, 6}}],
{{xol 0} ’ _lol 10]’] ]

X0 <

(.
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Ejercicio
Encuentra la ecuacion del plano tangente y de la recta
normal a la grafica de la funcion f,y)=4-1/2@x*+1y?»
en el punto (1,1,f(1,1))
In[95]:= Manipulate[
Module[{f, dx, dy, grad},
£lx_, y_1:=4-1/2(2x*+y?%) ;
xmin = -5; xmax =5;
ymin = -5; ymax =5; zmin =0; zmax =5;
{xgridl, ygridl} ={1/2, 1/ 2};
dx[x_, y_] = D[f[x, y], x];
dy[x_, y_]1 = D[f[x, y], ¥];
grad[x_, y_] = {dx[x, y], dy[x, y], -1};
Show[Plot3D[f[x, v], {x, -5, 5},
{y, -5, 5}, PlotStyle - Opacity[.5]],
Graphics3D[{{Red, Point[{a, b, f[a, b]}]},
{ColorData[l1l] [2], Opacity[.5],
Cylinder[{{a, b, f[a, b]},
{a, b, f[a, b]} + .00l grad[a, b]}, m]},
{Thickness[0.01], Red, Line[{{a, b, f[a, b]} +
k grad[a, b] / Norm[grad[a, b]], {a, b, f[a,
b]} -kgrad[a, b] /Norm[grad[a, b]]}]}}],
PlotRange -» {zmin-1, zmax+1},
ImageSize » {400, 400}]],
{{a, O, "xo"}r -5, 5},
{{bl OI "Y0“]'l '51 5}1
{{k, 1, "tamano recta"}, {1, 2, 3}},
{{m, 1, "tamano plano"}, {1, 2, 3}}



out[95]=
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Ejercicio
¢En qué base es la siguiente espiral la grafica de una fun-
cion diferenciable? Calcula la recta tangente y dos vec-

tores normales a la espiral en un punto. Comprueba
graficamente tus resultados.

espiral = ParametricPlot3D|[
{3 Cos[t], 3Sin[t], t}, {t, O, 10 n}, Ticks -» None,
ColorFunction -» (Hue[H#4] &), Boxed -» False,
Axes -» False, BoxRatios-» {1, 1, 0.6},
PlotStyle -> Thickness[.01]]
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1.2 Representaciones implicitas

Muchos conjuntos de la geometria clasica aparecen al describir un
recinto como el lugar geométrico de los puntos del plano o del espacio que
satisfacen unas condiciones descritas por una o varias ecuaciones. Se formal-
iza matematicamente el concepto de representacion implicita, especial-
mente adecuada para describir conjuntos que se obtienen como cortes o
intersecciones de otros.

Definicion 1.2.1: Representaciones implicitas locales de
una variedad de dimension k en R”"
Un subconjunto S ¢ R" es una variedad diferenciable de dimension k en
R" y de clase C? si para cada p S existen un entorno U c R" de p, una
aplicacion ®:U— R™ ¥ de clase CP con las siguientes propiedades:

a) ® de clase CP en U

b) el rango de la matriz [D® (p)] es n-k

¢) SN U={x e U: ®(x)=0}

Definicion 1.2.2: Espacio afin tangente y vectores nor-
males en términos de representaciones implicitas

Dado un punto pe S, se elige una representacion implicita local de S
alrededor del punto p: ®:U— R™ . El espacio vectorial tangente es el
nucleo de la diferencial de la aplicacion ® en el punto p. En este caso
viene dado

por: T(p; S)={(h e R":
D®(p) (h) =0}

Es importante observar que se deduce de forma inmediata los vectores
columna de la matriz [D® (p)] son vectores normales a S el punto p. Las
ecuaciones del espacio afin tangente a S en p son D®(p) (x-p)=0.

Las 6rdenes de Mathematica necesarias para representar curvas y superfi-
cies dadas en forma implicita son ContourPlot y ContourPlot3D

Rutinas 1.2 : Representaciones graficas de variedades en forma implicita.
Rectas y planos tangentes. Vectores normales.
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Ejemplo

La siguiente rutina visualiza las curvas de ecuacion
(2 + 2 - 2d%(x* - »*) + a* - b* = 0 conocidas con el nombre de

Ovalos de Cassini. Observa que la forma del valo depende
de la proporcion b/a. jDescubres la relacion entre los
parametros a y b para que sean variedades diferenciables?;
Qué obtienes si a=b?
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no7- Manipulate [ContourPlot [

(x"2+y"2)"2-2%xa”"2 (x"2-y"2)+a”“4-b"4==0,

{x, -6, 6}, {y, -2, 2}, Axes - True,

Frame -» False, PlotLabel -» TraditionalForm[Style[
(x"2+y"2)"2-2%xa”"2 (x"2-y"2)-a”4+b"4==0,
Purple]], ImageSize » {400},

ContourStyle » {Magenta, Thickness - 0.01}],

{a, {1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8}},
{b, {1, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8}}]

out[97]=

a|1 1.2

1.4

1.6

1.8

b|1 1.2

1.4

1.6

1.8

Il
o

(xz + )72)2 -2 (x2 - yz)
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La orden ContourPlot[f,{x,xmin,xmax},{y,ymin,ymax}] dibuja las curvas de
nivel de la funcién f.

Ejemplo
Evalua la siguiente rutina para visualizar las curvas de
nivel de la funcién f(x, y) = (x2 +3 y2) Exp[l —x% - yz].

¢Para qué valores de ¢ son variedades diferenciables?
¢Cuales son sus dimensiones?
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In[100]:=

Module[
{f, superficie, curvasnivel, cn, ¢, data, data3D},
f(x ,y_ ] := (x2 +3 y2) Exp[l - x? —yz] ;
superficie = Plot3D[f[x, v], {x, -2, 2}, {y, -3, 3},
Boxed -» False, ViewPoint -» {2.2, 0, 1.5},
Ticks » {Range[-2, 1], Range[-2, 2], {1, 2, 3}},
AxeSEdge_) {{_11 _l}l {1I _1}1 {11 _1}}1
Mesh » None, AxesLabel » {"x", "y", None},
ImageSize -» 250];
curvasnivel = ContourPlot[f[x, y], {y, -2.5, 2.5},
{x, -2, 2}, Contours » Range[0.1, 2.8, 0.3],
ContourShading -» False,
FrameLabel -» {"y", "x"}, RotateLabel - False,
ContourStyle -» Directive[Black, Thickness[0.007]],
AspectRatio » 0.6, ImageSize -» 250];
cn[v_] := ContourPlot[f[x, y] =V,
{y, -2.5, 2.5}, {x, -2, 2}];
Do[data[c] = Cases[Normal[cn[c]], Line[_],
Infinity], {c, 0.1, 2.8, 0.3}];
Do[data3D[c] = data[c] /. {y_Real, x_} -
{x, vy, £f[x, y]}, {c, 0.1, 2.8, 0.3}];
Graphics3D[data3D /@Range[0.1, 2.8, 0.3],
ViewPoint » {2.2, 0, 1.5}, Boxed » False];
Manipulate[Grid[ {{
Show[superficie,
Graphics3D[{Thick, Red, data3D[c]}],
PlotRegion - {{0, 1}, {0, 1.25}}],
Show[curvasnivel,
Graphics[{Thick, Red, data[c]}]]1}}]1.,
{{c, 0.1, "Curva de nivel"}, 0.1, 2.8,
0.3, Appearance - "Open"},
TrackedSymbols - {c}] ]
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Curva de nivel :[j
01 —|»|+] ﬁlil :l

Out[100]=
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Ejemplo

Las siguientes instrucciones dibujan de forma interactiva campos
de vectores tangentes y normales a las variedades definidas
implicitamente por las ecuaciones que se indican a continuacion:

Ejemplo 1: ®(x,y) =5 -x2 /2 -y? -1
Ejemplo 2: ®(x,y) =x* /2 +y? - 1
Ejemplo3: d(x,y)=1-2x+y

Ejemplo 4: (x,y) =x* /2 -y? - 1
Ejemplo 5: ®(x,y) =-x? /2 + y* - 1
Ejemplo 6: ® (x,y) =y — x°

Ejemplo 7: ®(x,y)=x y e °** (x*+¥*) 0.1

Observa que los campos de vectores tangentes o normales pueden estar
definidos en puntos que no estan en la variedad.

Manipulate[

DynamicModule[{grad, unitgrad, tang, unittang,

function, buttonText, functionButtons},

function[x_, y_] := {5—x2/2—y2—1,
x2/2+y2—1, 1-2x+vy, x2/2—y2—1,
—x2/2+y2—1, y-x"3, xye'°'4(x2+y2) —0.1};

buttonText = {" ejemplo 1", "

" ejemplo 3", " ejemplo 4",

ejemplo 6", ejemplo 7"};

functionButtons =Map[#[[1]] » #[[2]] &, Transpose[
{Range [Length[buttonText] ], buttonText}]];

grad = D[function[x, y] [[£££]], {{x, y}}1;

unitgrad = grad/ \/grad.grad ;

tang = {-D[function[x, Y] [[f£f£f]], Y],
D[function[x, Y][[f£f£]], x]};

unittang = tang/ \/tang.tang H

ejemplo 2",
" ejemplo 5",

Deploy [
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Show [ {

ContourPlot [function[x, y][[f£f£f]] =0, {x, -3, 3},
{y, -3, 3}, Axes » True, Frame - False,
ContourStyle -» {Purple, Thickness[0.005]}],

Graphics|[{

Red,
If [MemberQ[options, gradient],
If [MemberQ[options, normalize] &&
Dynamic[grad /. {x->pt[[1l]],
y->pt[[2]]}] =t= {0, O},
Dynamic [Arrow][ {pt, pt + (unitgrad /.
{x->pt[[1]], y->pt[[2]]1})}]],
Dynamic[Tooltip]|
Arrow[{pt, pt+ (grad /. {x->pt[[1]],
y->pt[[2]]})}], Style[grad /.
{x>pt[[1]], y»>pt[[2]]}, Red]]],

1/
Red],

If [MemberQ[options, normalize], {Black,
Dashed, Dynamic[Circle[pt, 1]]}, Blue],
Blue,
If [MemberQ[options, neggradient],
If [MemberQ[options, normalize] &&
Dynamic[tang /. {x->pt[[1l]],
y->pt[[2]]}] =!= {0, O},
Dynamic[Arrow][ {pt, pt + (unittang /. {x -
pt[[1]], y-»pt[[2]]1})}]],
Dynamic[Tooltip[Arrow[ {pt, pt +
(tang /. {x->pt[[1]], y->pPt[[2]]})}],
Style[tang /. {x>pt[[1]], y-»>pPt[[2]]},
Blue]]]
1/
Blue],
Tooltip|[
Locator [Dynamic[pt]], Dynamic[pt]]}]},
ImageSize » If [MemberQ[options, format],
500, 380],
PlotLabel - If[MemberQ[options, label],
ToString[function[x, y][[f£f£f]],
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TraditionalForm] <>" = 0",
Column[{" "}, ItemSize » {Automatic, 2.75}]]1]]

|
{{options, {gradient}, ""},
{neggradient » Style[" Tangente", Blue],

gradient -» Style[" Normal", Red],

normalize » " normalizar ",

format » Style[" gran formato", 10],

label - Style[" mostrar ecuacién", 10]}},

{{fff, 1, "funcién"},

functionButtons, ControlType -» Setter},
{{pt, {1, 0}, "localizacion"},

{-3, -3}, {3, 3}, ImageSize »

If [MemberQ[options, format], Large, Medium]},
ControlType » {CheckboxBar, Setter, Slider2D},
ControlPlacement » {Top, Top, Left},
Initialization :» {Clear([x, y];

buttonText = {" ejemplo 1",
ejemplo 2", " ejemplo 3", ejemplo 4",
ejemplo 5", ejemplo 6", ejemplo 7"};
functionButtons =Map[#[[1]] » #[[2]] &, Transpose]

{Range[Length[buttonText]], buttonText}]];},

AutorunSequencing -» {1, 2, 3} ]
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M Tangente M Normal M normalizar |:| gran formato M mostrar ecuacion

funcion ejemplo 1 ejemplo 2 ejemplo 3 ejemplo 4 | ejemplo 5 ejemplo 6 || ejemplo 7

. . 3+
localizacion Q
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Rutinas 1.3 : Representaciones implicitas y recintos geométricos clasicos

Paraboloides
2
1: Paraboloides elipticos: z = § + {%
. . 2 2
2: Paraboloides circulares: z = z— + *;%
. . 1 2 2
3: Paraboloides hiperbélicos: z = £ — &
a b

n7- puno = Manipulate [ContourPlot3D[

x\ 2 v\ 2

L)) -
a b

{z, 0, 5}, Mesh » None, ImageSize -» {600},

AxesLabel -» Automatic, Ticks -» None, ContourStyle -

Directive[Opacity[0.5], Blue], PlotLabel -» Text[
Style["Paraboloides Elipticos y Circulares",

FontSize -» 20]] ] ’

=0, {x, -10, 10}, {y, -10, 10},

{{a, 3, "a"}, 1, 4}, {{b, 3, "b"}, 1, 4}
pdos = Manipulate [ContourPlot3D[

%\ 2 v\ 2

(—) - (—) -z2=0, {x, -10, 10}, {y, -7, 7},

a b

{z, -9, 9}, ImageSize » {600}, PlotLabel »

Text [Style["Paraboloide Hiperbdélico",
FontSize -» 20]], MeshFunctions -» {#3 &},

ContourStyle » Directive[Opacity[0.5], Yellow],
MeshShading -» {Red, Automatic}] ’

{{a, 4, "a"}, 1, 4}, {{b, 3, "D"}, 1, 4}
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CJd )

Paraboloides Elipticos y Circulares

out[37]=
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: 3

Paraboloide Hiperbolico

out[38]=
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Hiperboloides

. . . 2 2 2
1:Hiperboloides de una hoja: % + & - % =1
. . . 2 2 2
2: Hiperboloides de dos hojas: 5 + {é —==-1
n40i= UNO = Manipulate[
x\ 2 Yy 2 Z\ 2
ContourPlot3D[(—) +(I>) —(—) -1==0, {x, -50, 50},
a C

{y, -50, 50}, {z, -10, 10}, MeshFunctions » {#3 &},
MeshShading » {Yellow, Blue}, AxesLabel -»
Automatic, PlotLabel -» "Hipeboloide de una hoja",

ImageSize - {600}], {{a, 4, "a"}, {1, 2, 3, 4, 5}},
{{b, 5, "b"}, Range[5]}, {{c, 1, "e"}, Range[5]}]

dos = Manipulate [ContourPlot3D[

x\2 v\ 2 z\ 2
(_) . (_) _ (_) +1==0, {x, -100, 100},

a b c

{y, -100, 100}, {z, -20, 20},

ColorFunction -» "BlueGreenYellow", Mesh -» None,
ImageSize » 520, AxesLabel -» Automatic,

PlotLabel -» "Hipeboloide de dos hojas"] ,
{{a, 5, "a"}, {1, 2, 3, 4, 5}},
{{b, 5, "b"}, Range[5]}, {{c, 1, "c"}, Range[5]}]
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Hipeboloide de una hoja
50

Out[40]=
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¢ o]zl
2l
2l

Hipeboloide de dos hojas
100

Out[41]=

~
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Ejemplo

Las siguientes instrucciones dibujan de forma interactiva plantos
tangentes y rectas normales a las variedades definidas
implicitamente por las ecuaciones que se indican a continuacion:

Ejemplo 1: ®(x,y,z) =z+%* + y*4
Ejemplo 2: ®(x.y.2) =z- (y* - x?) /2
Ejemplo 3: O(x,y,z) =z- (x+y) /2
Ejemplo 4: ®(x,y,z) =z-x Cos (2y)
Ejemplo 5: ®(x,y,z) =z-Cos (y) Sen (Xx)

Cacula la ecuacion del plano tangente y un vector normal en un punto

arbitario de cada una de ellas.

In[101]:= Manipulate [
Module[{f, dx, dy, grad},

Switch[fcn,
f1,
f[x ,y ]1:=4-x"2-y"2;
xmin =-5; xmax=75;

ymin = -5; ymax=5; zmin=0; zmax =3.1;
{xgridl, ygridl} ={(1/2, 1/ 2},

f2,

flx_, vy 1:=(y"2-x"2)/2;
xmin=-2.5; xmax=2.5; ymin=-2.5;
ymax =2.5; zmin=-2.1; zmax =2.1;
{xgridl, ygridl} =({(1/2, 1/ 2},

£3,

£[x_, y_] :=xCos[2¥];

xmin = -3; xmax = 3; ymin = -Pi;
ymax = Pi; zmin=-3.1; zmax =3.1;
{xgridl, ygridl} = {1, Pi/ 12},
f4,

f[x_, y_] :=Sin[x] Cos[y];

xmin=-1.5Pi; xmax=1.5Pi; ymin=-1.5Pi;
ymax =1.5Pi; zmin=-1.1; zmax=1.1;
{xgridl, ygridl} = {Pi/ 12, Pi/ 12},

f5,
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flx_, y_]:=(x+y) /2;
xmin = -3; xmax =3; ymin=-3;
ymax = 3; zmin=-2.1; zmax = 2.1;
{xgridl, ygridl} ={1/2, 1/ 2}
17
dx[x_, y_] D[f[x, y], x];
dy[x_, y_] = D[f[x, v]l, v];
grad[x_, y_] = {dx[x, y], dy[x, y], -1};
p3 = Plot3D[f[x, y], {x, -5, 5},
{y, -5, 5}, PlotStyle - Opacity[.5]];

{a, b} = pt;
Show [

p3,
Graphics3D]|

{{Red, Point[{a, b, f[a, b]}]}, {ColorData[l][2],
Opacity[.5], Cylinder|[{{a, b, f[a, b]},
{a, b, f[a, b]} + .001 grad[a, b]}, 1]},
{Thickness[0.01], Red, Line][
{{a, b, f[a, b]} + grad[a, b] /
Norm[grad[a, b]], {a, b, f[a, b]} -
grad[a, b] /Norm[grad[a, b]]}]1}}],
PlotRange -» {zmin-2.5, zmax+2.5},
BoxRatios » Automatic, ImageSize » {250, 250}]],

{{pt, {0, 0}, "(a,b) "}, {xmin, ymin},
{xmax, ymax}},
{{fcn, £4, HQ(XIYIZ) = "}r

{fl - TraditionalForm[z -4 + x2

2
+ v,
£f2 > TraditionalForm[z - (y2 - xz) /2] ’

f5 » TraditionalForm[z - (x + y) / 2],
f3 » TraditionalForm[z -xCos[2vVy]],
f4 - TraditionalForm[z - Sin[x] Cos[y]] } ’

ControlType - PopupMenu},

TrackedSymbols -» Manipulate,
ControlPlacement - Left

]



out[101]=

(a,b)

d(X,Y,2)-

T

Z—sin(x) cos(y) q
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1.3 Representaciones paramétricas

Definicion 1.3.1: Representaciones paramétricas locales
de una variedad de dimension k en R"

Un subconjunto S c R" es una variedad diferenciable de dimensién k en
R"y de clase C” si para cada pe S existen un abierto V ¢ R¥, un entorno
U cR"de p y una aplicaciéon ¢:V— R" de clase C tales que

a) Existe t, € Vtal que ¢(t,) = p

b) D¢(t,) esinyectiva. Equivalentemente, el rango de la matriz [D¢(t,)]
es k

¢) ¢ es un homeomorfismo entre Vy S(\U, con la topologia relativa

Definicion 1.3.2: Espacio afin tangente y normales en tér-
minos de representaciones paramétricas

Dado un punto p € S, se elige una representacion paramétrica local de S
alrededor del punto p: ¢:V— R". El espacio vectorial tangente a S en el
punto p = ¢(t,) viene dado por T(p; S) = Im(D¢(t,)).

Una base de este espacio vectorial son los vectores columna de la matriz

[Dé(to)]

La orden del Mathematica méas adecuada para representar recintos dados
en forma implicita es ParametricPlot y ParametricPlot3D. Los cambios de
coordenadas polares, cilindricas y esféricas juegan un papel fundamental a
la hora de aprender a parametrizar ciertas curvas y superficies.
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» La banda de Mobius

ParametricPlot3D[{Cos[t] (3+rCos[t/2]),
Sin[t] (3+rCos[t/2]), rSin[t/ 2]},
{r, -1, 1}, {t, 0, 2Pi}, Mesh-» {5, 10},
PlotStyle » FaceForm[Red, Yellow] ]
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» El toro

ParametricPlot3D]
{(2+Cos[v]) Cos[u], (2+Cos[v]) Sin[u], Sin[v]},
{u, 0, 2Pi}, {v, 0, 2Pi}, Mesh » 25, ColorFunction -»
Function[{x, y, 2z, u, v}, Hue[u/ (2Pi)]],
ColorFunctionScaling - False]
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Rutinas 1.3 : Coordenadas polares, cilindricas, esféricas. Significado
geométrico de los parametros

THIS NOTEBOOK IS THE SOURCE CODE FROM

"Cylindrical Coordinates" from the Wolfram Demonstrations Project
http://demonstrations.wolfram.com/CylindricalCoordinates/
Jeff Bryant
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nios- polares = Manipulate|
theta[a_] :=If[a[[2]] 20, Arg[a[[1l]] +a[[2]] I],
2Pi+Arg[a[[l]]+a[[2]] I]];
Column[ {Text@Style[Row[{TraditionalFormex, " = ",
a[[1]], Spacer[40], TraditionalForme@r,
" = ", SetAccuracy[Norm[a], 3]}]11],
Text@Style[Row [ {TraditionalForme@y,
" =", a[[2]], Spacer[40], "6 = ",
SetAccuracy|[theta[a], 3]}11],
Graphics[{{Dashed, Line[{a, {10 *Sign[a[[1]]],
a[[2]] /a[[1]] 10 «Sign[a[[1]1]]}}]1},
Line[{{O0, O}, a}],
Line[{{0, a[[2]]}, a}],
Line[{{a[[1]], O}, a}],
Circle[ {0, 0}, .5, {0, theta[a]}],
Text [Style[TraditionalForme@x,
N[14 % (1-Exp[-Abs[a[[1]]]])]],
{a[[1]]1/2, a[[2]] + .25}],
Text [Style[TraditionalForme@y,
N[14 * (1-Exp[-Abs[a[[2]]]])]],
{a[[1]]+ .25, a[[2]]/2}],
Text [Style[TraditionalForme@r,
N[14 » (1 - Exp[-Abs[Norm[a]]])]1].,
{a[[1]]1/2, a[[2]]/2+ .25}],
Text[Style["6",
N[14 * (1 -Exp[-Abs[Norm[a]]])]l]l, {.7
Cos[theta[a] /2], .6 *Sin[theta[a] / 2]}]},
ImageSize -» 450, PlotRange -
{{-5, 5}, {-5, 5}}, Axes -» True]}, Center],
{{a, {2, 2}}, {-5, -5}, {5, 5}, Locator},
TrackedSymbols :» {a}]




Out[105]=

x=2
y=2

r=2.83
6=0.79
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DynamicModule [
{r, theta, phi, x, y, z, p,
origen = {0, 0, O},
radioprin = 11, radioini = 2,
radiof = 11, limf =10, limv = 11,
paso = Pi / 20},
Manipulate[

x = r Cos[theta] Sin[phi];
y = rSin[theta] Sin[phi];
z = rCos[phi];

p={x, v, 2};
Grid[{{Framed[Text@Grid[{
{Style["r = ", Bold, 14] ,
NumberForm[Chop[r], {2, 2}]},

{style["6 = ", Bold, 14],
NumberForm[Chop[theta], {2, 2}]},
{Style["¢ = ", Bold, 14],
NumberForm[Chop[phi], {2, 2}]},
{style["x = ", Bold, 14],
Style["r cos(©6) sin(¢) = ", Bold, 14],
NumberForm[Chop [N[x]], {2, 2}]},
{Style["y = ", Bold, 14],
Style["r sin(®6) sin(¢) = ", Bold, 14],
NumberForm[Chop [N[y]], {2, 2}]},
{Style["z = ", Bold, 14],
Style["r cos(¢) = ", Bold, 14],
NumberForm[Chop[N[z]], {2, 2}]}
}s
Alignment » {{Center, Left}}
11,
Show [
Graphics3D] {
(* Vector =*)
Black,

Arrow [Tube[ {origen, p}, 0.1]],

(» ejes y proyecciones... *)

{ Red, Line[{origen, {limf, O, 0}}],
Text[Style["x", Red, Italic, Bold, 20],
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{limf + .2, 0, .3}], Blue,
Line[{origen, {0, 1limf, 0}}],
Text[Style["y", Blue, Italic, Bold, 20],
{0, 1limf + .2, .3}], Green,
Line[{origen, {0, O, 1imf}}]},
Text [Style["z", Green, Italic, Bold, 20],
{.3, 0, 1limf + .2}],
Red, {Thick, Line[{origen, {x, 0, 0}}1},
{Dashed, Line[{{0, y, 0}, {x, ¥y, 0}}],
Line[{{0, O, z}, {x, O, z}}],
Line[{{0, y, 2z}, {x, ¥, 2}}1},
Blue, {Thick, Line[{origen, {0, y, 0}}1},
{Dashed, Line[{{x, O, 0}, {x, vy, 0}}],
Line[{{0, O, 2}, {0, ¥, z}}],
Line[{{x, 0, 2z}, {x, v, 2}}1},
Green, {Thick, Line[{origen, {0, 0, z}}]},
{Dashed, Line[{{x, 0, 0}, {x, 0, z}}],
Line[{{0, y, 0}, {0, ¥, z}}1,
Line[{{x, ¥, O}, {x, ¥, 2}}1},
Black, Line[{origen, {x, y, 0}}],
(# etiqueta theta =)
If[theta=0 || phi=0 || phi=Pi, {},
{Text[Style["6", Thick, 20],
{Sqrt[x"2+y"2] /2Cos[theta/ 2], Sqrt]
x"2+y”~2]/2Sin[theta/ 2], .5}]1}],
(# etiqueta phi *)
If[phi==0, {}, {Text[Style["¢", Thick, 20],
{(Sqrt[x"2+y"2+2"2]+2) /2
Cos[theta] Sin[phi / 2],
(Sqrt[x"2+y"2+2"2] +2) /2Sin[theta]
Sin[phi/ 2], (Sqrt[x"2+y"2+2"2] +2)/
2Cos[phi/ 2]}]}
]
}, Boxed -» False] (*Graphics3Dx),
(# arco theta *)
If[theta==0, {},
{ParametricPlot3D[{Sqrt[x"2+y”~2] /2Cos[t],
Sqrt[x"2+y”~2]/28S8in[t], O},
{t, 0, theta}, PlotStyle » {Thick}]}],
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(# arco phi %)
If[phi==0, {}, ParametricPlot3D|[
{Sqrt[x"2+y"2+2"2] /2Cos[theta] Sin[t],
Sqrt[x"2+y”~2+2z"2] /2Sin[theta] Sin[t],
Sqrt[x"2+y~"2+z"72]/2Cos[t]},
{t, 0, phi}, PlotStyle -» {Thick}]],
PlotRange - { {-1limv, limv}, {-limv, limv} ,
{-1limv, limv}},
ViewPoint -» {1, 1, 1},
ImageSize » {Scaled[.5]}
] (*Show=x)
3},
Alignment -» {{Top, Top}}
] (*Row=*) ,
(# variables dinamicas: =)
{{r, radioprin, Style["r ", Bold, 14]},
radioini, radiof, .01},
{{theta, 17 Pi/ 10, Style["6", Bold, 14]},
0, 2Pi, paso},
{{phi, Pi/5, Style["¢", Bold, 14]}, O, Pi, paso}
]
]



T

I

[
r= 11.00
6= (37.00m)/20.00

T

= S0
Xx= rcos(d) sin(¢) = 5.70
y= rsin(d) sin(¢) = -2.90
z= rcos(p) = 8.80
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Orientacion en variedades

Objetivos

»

»

»

»

»

Utilizar animaciones para visualizar la orientacion a través de campos

de vectores tangentes. Orientacion normal en hipersuperficies
Comprobar interactivamente si una parametrizacion es coherente o

no con una orientacién dada
Visualizar el concepto de vector que apunta hacia fuera en puntos del

borde de una variedad con pseudo-borde
Saber determinar visualmente la orientacién inducida en el borde de

una variedad con pseudo-borde orientada
Comprender el concepto de no-orientabilidad con animaciones

utilizando la banda de Mobius
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2. OrientaciOn en variedades

Rutinas 2.1 : Parametrizaciones y orientacion por campos de vectores
tangentes

In[1]:=
orientacion3D[funclist ,
paramlist , optionsList_, iniList ] :=
DynamicModule[ {tmin, tmax, param, f, Df},
param = paramlist[[1]];
tmin = paramlist[[2]]; tmax = paramlist[[3]];
f[t_] = Evaluate[funclist /. param -> t];
DE[t_] =D[£[t], t];
Manipulate[Show ]|
ParametricPlot3D[funclist, paramlist,
PlotStyle -» {Blue, Thick}, PlotLabel - Text|
Style[StringForm["¢( " )="",", paramlist|[[
1]], funclist], FontSize -» 20]]],
Graphics3D]|

{Hue[1], Thick,

Arrow[{f[k], f[k] +m/Norm[Df[k]] »Df[k]}]}
1/
Graphics3D[

{Blue, PointSize[0.02], Point[Evaluate[f[k]]]}
1,
optionsList],
{{kr iniLiSt[ [1] ] ’ to}r
tmin, tmax, Appearance - "Labeled"},
{{m, iniList[[2]], "longitud"}, .3,
2, Appearance - "Labeled"}]];

orientacion[funclist_,
paramlist , optionsList , iniList ] :=
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DynamicModule[{tmin, tmax, param, £, Df},
param = paramlist[[1]];
tmin = paramlist[[2]]; tmax = paramlist[[3]];
f[t ] = Evaluate[funclist /. param -> t];
Df[t_] =D[f[t], t];
Manipulate[Show[
ParametricPlot[funclist, paramlist,
PlotStyle -» {Blue, Thick}, PlotLabel - Text|
Style[StringForm["¢ ("~ )="",", paramlist|[[
1]], funclist], FontSize -» 20]]],
Graphics[{Hue[l], Thick, Arrow|
{f[k], £f[k] +m/Norm[Df[k]] *Df[k]}]}],
Graphics[{Blue, PointSize[0.02],
Point [Evaluate[f[k]]]}
1/

optionsList],

{{k, iniList[[1]], to},

tmin, tmax, Appearance—a"Labeled"},
{{m, iniList[[2]], "longitud"}, .3,
1, Appearance-e"Labeled"}]]
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Ejemplo

Posibles orientaciones en la espiral

niez- helicel =
orientacion3D[{Cos[t], Sin[t], t}, {t, O, 2% Pi},
{Axes -» True, AxesOrigin-» {0, 0, 0}, Boxed - False,
PlotRange -» {{-2, 2}, {-2, 2}, {-0.1, 7}},
ImageSize -> 315, Ticks-> {{-1, 0, 1},
{-1, 0, 1}, Range[0, 27, 7w/ 2]}}, {0, 1.8}]

o | 0

longitud B 1.8

P()={cos(1), sin(), t},

2m

Out[162]= 2




42| SOFTWARE MATHEMATICA.nb

- helice2 = orientacion3D[{Cos[t], -Sin[t], -t},
{t, -2%xPi, 0}, {Axes -> True,
AxesOrigin -> {0, 0, 0}, Boxed -> False,
PIOtRange -> {{_21 2}1 {_21 2}1 {_11 7}}1
ImageSize -> 315, Ticks -> {{-1, 0, 1},
{-1, 0, 1}, Range[O, 27, 7w/2]}}, {0, 1.4}]

0 F=o0

longitud U 1.4

d(t)={cos(t), —sin(t), —t},

2m

out[107]=
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Ejemplo

Posibles orientaciones en una circunferencia en R?

niogl- €¢ixrl =

orientacion3D[{Cos[t], Sin[t], 1}, {t, O, 2 xPi},
{Axes -» True, AxesOrigin-» {0, O, 0}, Boxed - False,
PlotRange » {{-1.5, 1.5}, {-1.5, 1.5}, {-0.5, 2}},
ImageSize -» 400}, {0, 1.2}]

cir2 = orientacion3D[{Sin[t], Cos[t], 1},
{t, 0, 2xPi}, {Axes - True,
AxesOrigin - {0, 0, 0}, Boxed -» False,
PlotRange » {{-1.5, 1.5}, {-1.5, 1.5}, {-0.5, 2}},
ImageSize -» 400}, {rwr/ 2, 1.2}]
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to{} > 0

longitud m > 1.2
J o

@(t)={cos(?), sin(z), 1},

Out[108]=
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to

longitud m > 1.2
J o

@()={sin(z), cos(z), 1},

Out[109]=
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2.1 Variedades no orientables: La banda de Mobius

In[112]:=

Clear[t0, a, an, b, vt, pt, jacobiana];
mobiusl = Module[{an, b, vt, pt,
tangentes, normal, x, y, 2z, ¢, jacobiana},

x[s_, t_]:=(a-s*Sin[t/2]) Cos[t];
y[s_, t_]:=(a-s*Sin[t/2]) Sin[t];
z[s_, t ] :=(s*Cos[t/2]);

¢[s_, t_] :={x[s, t], y[s, t], z[s, t]};

jacobianaf[a , b ] :=
D[{x[s, t], y[s, t], z[s, t]}, {{s, t}}] /.
{s—>a, t>b};
an = 3;
b=1;
vt[t_] := Transpose[jacobiana[0, t]] /. {a » an};
pt[t_] s =
{(an-s*Sin[t / 2]) Cos[t], (an-s*Sin[t/ 2])
Sin[t], (s*Cos[t/2])} /. {s—>0};
Manipulate[Show] {
ParametricPlot3D[{(an-s *Sin[t / 2]) Cos[t],
(an-s *Sin[t /2]) Sin[t], (s*Cos[t/ 2])},
{t, 0, 27}, {s, -0.5, 0.5},
PlotStyle -» {Directive[Yellow, Opacity[1]]},
Mesh -» False],

Graphics3D[Text [Style[StringForm["t=""", t0],
FontSize -» 20], {-2, 2, 2}]],
Graphics3D] {
{Blue, Thickness[0.006], Arrow[Evaluate]
{{pt[tO0], pt[tO] +2vt[tO][[1]]}}]]},
{Black, Thickness[0.006], Arrow[Evaluate]
{{pt[t0], pt[tO] +vt[tO][[2]]}}]]}

31},
ImageSize -» 400, ViewPoint » {2, 0.5, 0.5},

AspectRatio-»> 1, PlotRange-» {{-(an+1), an+ 1},
{-(an+1), an+1}, {-b-1, b+1}}, Boxed -» False,
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AxesLabel » {"X", "¥", "2"}, AxesOrigin - {0, 0, 0}

1/
{{t0, 0}, O, 2, Appearance » "Open"}]

tqu
0 = 1+] &l¥| =]

t=0

out[113]=




48 | SOFTWARE MATHEMATICA.nb

2.2 Variedades con pseudo-borde

» Dimension 1 en R2

nia- grafB = Show[ParametricPlot[

{Cos[t], Sin[t]}, {t, -5~n/4, -t/ 4},
PlotStyle -» {Red, Thick},
PlotLabel -> Style[Framed["B"],

16, Red, Background -» Lighter[Yellow]],

PlotRange -» {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
ImageSize -» 400],

Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[
{—1/ '\/?, l/ \/?}] ’ Text[Style["pl", Large],
Offset[{o, 0}, {-1/«/?+o.152, 1/ «/?}”}]

Graphics[{Red, PointSize[0.02], Point[
{1/ '\/?, —1/ \/7}] ’ Text[Style["pz", Large],
Offset[{o, 0}, {1/«/?+o.15, -1/«/7}”}”

grafIntB = ParametricPlot[{Cos [t], Sin[t]},

{t, —571'/4, —7'('/4]'1
PlotStyle -» {Red, Thick},
PlotLabel -> Style[Framed["Int (B)"],
16, Red, Background -» Lighter[Yellow]],

PlotRange -» {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
Epilog - {Inset[style["o", 20, Red], {1/ /2 +0.03,

-1/ \2 +o.03}] , Inset[Style["O", 20, Red],
{-1/ 2 +0.03, +1/ \2 +o.o3}]},
ImageSize - 200] ;

grafbordeB = Show[
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Graphics [{Red, PointSize[0.02], Point[
{-1/ V2, 1/ «/7}] , Text[Style["pl", Large],
Offset[{o, 0}, {-1/«/?+o.15, 1/ «/?}]]}]
Graphics [{Red, PointSize[0.02], Point[
{1/ V2, -1/ «/?}] , Text[Style["pz", Large],
Offset[{o, 0}, {1/«/?+o.15, -1/ «/?}]]}],

Axes -» True, ImageSize - 200,
PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
PlotLabel -> Style[Framed["6B"], 16,

Red, Background -» Lighter[Yellow] ] ] ;
Grid[{{grafIntB, grafbordeB}}]

10+

P1

05+

Out[114]=
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Out[116]=

Int(B) OB

1.0; 1.0;
‘D1

05+

1‘0 —iO —65 ‘0‘.5‘ - ‘1‘.0‘ ‘
_O'Sf

[ ‘D2

—1.0}
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Rutinas 3.1 : Representacion paramétrica de B en cada punto y signifi-
cado geométrico del parametro

» Puntos del interior

nio- Manipulate [Grid [{{
ParametricPlot[{t, 0}, {t, 3 7/ 4, amax},
Axes » {True, False}, PlotStyle » {Red, Thick},

PlotRange -» {{0, 2w}, {-1.3, 1.3}},

Ticks-» {{O, /4, /2,3 n/ 4, 7,
Sn/4,3n/2,7n/4, 27}, None},

Epilog » {Inset[Style["O", 20, Red],
{37/4+0.00001, 0}], If[7 v/ 4 < amax,
Inset[Style["O", 20, Red], {77/ 4, 0}],
{}1}, ImageSize » 250],

ParametricPlot[{Cos [t], Sin[t]},

{t, 37/ 4, amax},
PlotStyle » {Red, Thick},
PlotLabel -> Style[Framed["Int(B)"],
16, Red, Background -» Lighter[Yellow]],

PlotRange -» {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
Epilog -» {Inset [Style["o" , 20, Red],

{-1/«/?»,0.03, +1/«/7+o.o3}],

If[7 /4 < amax, Inset[Style["O" , 20, Red],

{1/«/?»,0.03, -1/«/7+o.o3}], o]}

ImageSize - 250]

}}] {{amax, 37/ 4+0.00001, "t"},

37/4+0.00001, 77r/4}]
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Int(B)
101
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» Puntos del borde

Representacion paramétrica de B en el punto p,del borde y significado
geométrico del parametro

niz- Manipulate[ Grid[{{If[amin <O,

ParametricPlot[{t, 0},
{t, -7/ 4, Min[0, amin]}, Axes -» {True, False},
PlotStyle » {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotRange » {{-n/2, 37/ 2}, {-1.3, 1.3}},
Ticks » {{-n/ 4, -7 /2,0, n/ 4, n/ 2,

3n/4, n,5n/4,3nx/2,7n/4, 2n},
None}, ImageSize -» 400],

Show[ {ParametricPlot[{t, 0}, {t, -/ 4,

Min[0, amin]}, Axes » {True, False},
PlotStyle » {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotRange » {{-n/2, 3n/ 2}, {-1.3, 1.3}},
Ticks » {{-n/4, - /2,0, /4, /2,3 n/4,

n,5n/4,3n/2,7xn/4, 27}, None},
Epilog -» {Inset[Style["®", 20, Red], {0, 0}],
If[n <amin, Inset[Style["O", 20, Red],
{r, 0}1, {}]1}, ImageSize » 250],
ParametricPlot[{t, 0}, {t, O, amin}, Axes -

{True, False}, PlotStyle » {Red, Thick},
PlotRange » {{-7/2, 3x7/2}, {-1.3, 1.3}},
Ticks-»> {{O, /4, /2, 3n/ 4, 7,

S5n/4,3n/2,7n/4, 27}, None},

Epilog -» {Inset[Style["®", 20, Red], {0, 0}],

If[n <amin, Inset[Style["O", 20, Red],
{7, 0}1, {}1}, ImageSize » 200]}]],
If[amin <O,
ParametricPlot[{Cos[s+3 xw/ 4], Sin[s+3 xw/ 4]},
{s, -7/ 4, Min[0, amin]},
PlotStyle » {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotLabel -> Style[Framed["Alrededor de p;"],
16, Red, Background -» Lighter[Yellow]],
PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
ImageSize -» 250],
Show [ {
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ParametricPlot[{Cos[s+3 7w/ 4],
Sin[s+3nx/ 4]}, {s, -/ 4, 0},
PlotStyle -» {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotLabel ->
Style[Framed|["Alrededor de p;"], 16,
Red, Background -» Lighter[Yellow]],
PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
Epilog -
{If[0 <amin, Inset[Style["®", 20, Red],
Evaluate[{Cos[0+3 7/ 4], Sin|
0+3m7/4]1}+0.0311, {}1,
If[n <amin, Inset[Style["O", 20, Red],
Evaluate[{Cos[n+3 /4], Sin]
n+37/4]}+0.03]], {}1},
ImageSize -» 200],
ParametricPlot[{Cos[s +3 x/ 4],
Sin[s+3x/4]}, {s, 0, amin},
PlotStyle -» {Red, Thick},
PlotLabel ->
Style[Framed["Alrededor de p;"], 16,
Red, Background -» Lighter[Yellow]],
PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
Epilog -
{If[0 <amin, Inset[Style["®", 20, Red],
Evaluate[{Cos[0+3 xw/ 4], Sin|[
0+3mx/4]1}+0.03]1]1, {}1.,
If[sr<amin, Inset[Style["O", 20, Red],
Evaluate[{Cos[mw+3 w7/ 4], Sin|
n+37/4]}+0.03]], {}1},
ImageSize » 400]1}]11}}1,
{{amin, -7/ 4 +0.00001, "t"}, -v/4+0.00001, 7}]



out[121]=
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Representacion paramétrica de B en el punto p,del borde y significado
geométrico del parametro

nizs- Manipulate[ Grid[{{If[amin <O,

ParametricPlot[{t, 0},
{t, -7/ 4, Min[0, amin]}, Axes -» {True, False},
PlotStyle -» {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotRange » {{-nw/2, 37/ 2}, {-1.3, 1.3}},
Ticks-» {{O, /4, /2,3 /4, n,5n/4,3n/2,

7nx/4, 27x}, None}, ImageSize - 400],

Show[ {ParametricPlot[{t, 0}, {t, -/ 4,

Min[0, amin]}, Axes » {True, False},
PlotStyle -» {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotRange » {{-n/2, 37/ 2}, {-1.3, 1.3}},
Ticks-» {{O, /4, /2, 3n/ 4, 7,

Sn/4,3n/2,7n/4, 27}, None},
Epilog » {Inset[Style["®", 20, Red], {0, 0}],
If[sr<amin, Inset[Style["O", 20, Red],

{r, 0}1, {}]1}, ImageSize -» 200],

ParametricPlot[{t, 0}, {t, O, amin}, Axes -

{True, False}, PlotStyle » {Red, Thick},
PlotRange » {{-n/2, 37/ 2}, {-1.3, 1.3}},
Ticks-» {{O, /4, /2,3 n/4, 7,

5n/4,3n/2,7n/4, 27}, None},

Epilog » {Inset[Style["®", 20, Red], {0, 0}],

If[n <amin, Inset[Style["O", 20, Red],
{7, 0}1, {}1}, ImageSize » 200]}]],
If[amin <O,
ParametricPlot[{Cos[-s+7 /4],

Sin[-s+7n/ 4]}, {s, -7/ 4, Min[0, amin]},
PlotStyle -» {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotLabel -> Style[Framed["Alrededor de p,"],

16, Red, Background -» Lighter[Yellow]],

PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
ImageSize -» 400],
Show [ {
ParametricPlot[{Cos[-s+7 7/ 4],
Sin[-s+7x/ 4]}, {s, -/ 4, 0},
PlotStyle » {Dashing[0.02], Blue, Thick},
PlotLabel ->
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Style[Framed|["Alrededor de p,"], 16,
Red, Background -» Lighter[Yellow]],
PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
Epilog -
{If[0 <amin, Inset[Style["®", 20, Red],
Evaluate[{Cos[0+7 v/ 4], Sin]|
0+7mx/4]1}+0.0311, {}1,
If[7n <amin, Inset[Style["O", 20, Red],
Evaluate[{Cos[n+7 w/ 4], Sin]
n+77/4]}+0.03]], {}1},
ImageSize -» 200],
ParametricPlot[{Cos[-s+7 xt/ 4],
Sin[-s+77x/ 4]}, {s, 0, amin},
PlotStyle -» {Red, Thick},
PlotLabel ->
Style[Framed|["Alrededor de p,"], 16,
Red, Background -» Lighter[Yellow]],
PlotRange » {{-1.3, 1.3}, {-1.3, 1.3}},
Epilog -
{If[0 <amin, Inset[Style["®", 20, Red],
Evaluate[{Cos[0+7 7t/ 4], Sin[
0+7mx/4]1}+0.0311, {}1.,
If[rr<amin, Inset[Style["O", 20, Red],
Evaluate[{Cos[n+7 w/ 4], Sin]
n+7m/4]}+0.03]], {}1},
ImageSize » 200]1}]1]1}}1,
{{amin, -7/ 4+0.00001, "t"}, -7w/4+0.00001, x}]
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2.2 Variedades con pseudo-borde

» Dimension 2 en R3

Ejemplo 2
Calcula una representacion paramétrica de

B:{(x,y,z):xe[R3: x2+y2+22:4,\/73z5\/?}en
cada punto y utiliza animaciones para entender el significado
de los parametros

» Puntos del Borde

Representacion paramétrica de B en un punto p, del borde C, y significado
geométrico los parametros

nies- Manipulate [Grid [ {{
If[t0<O,
ParametricPlot[{{t, a}}, {a, 0, a0}, {t, -/ 12,
t0}, BoundaryStyle -» {Dashing[0.02], White},
PlotStyle » {Red, Opacity[0.2]},
Mesh -» False, Frame -» False, Axes - True,
PlotRange » {{-xw /12, 7w/ 12}, {-0.5, 271t+0.5}},
Ticks » {Range[-7/ 12, 7w/ 12, nn/ 48],
Range[0, 27, 7w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
Show[ {ParametricPlot[{{t, a}}, {a, 0, a0},
{t, -0.5, 0}, BoundaryStyle » {Dashing[0.02],
White}, PlotStyle » {Red, Opacity[0.2]},
Mesh -» False, Frame -» False, Axes - True,
PlotRange » {{-n/ 12, 7/ 12},
{-0.5, 271+0.5}},

Ticks » {Range[-n /12, n/ 12, w/ 48],
Range[0, 27, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],

ParametricPlot[{{0, a}}, {a, 0, a0},
PlotStyle » {Thickness[0.005], Blue},
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Axes -» True, PlotRange -

{({-m~/12, 7/ 12}, {-0.5, 27t+0.5}},

Ticks » {Range[-n /12, n/ 12, w/ 48],

Range[0, 27, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],

ParametricPlot[{{t, a}}, {a, 0, a0},
{t, 0, t0}, BoundaryStyle »

{Dashing[0.0001], White}, Mesh » False,
Frame -» False, Axes » True, PlotRange -

{{-m/12, 7w/ 12}, {-0.5, 27r+0.5}},

Ticks » {Range[-n /12, /12, 7/ 48],

Range[0, 2, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize -» 300]}]],

If[t0<O,
ParametricPlot3D[{2 Cos[a] *Sin[t+xw/ 6],
2Sin[a] *Sin[t+mw /6], 2Cos[t+m/ 6]},
{a, 0, a0}, {t, -/ 12, t0}, PlotRange -»
{{-1.5, 1.5}, {-1.5, 1.5}, {-0.5, 2}},
Mesh -» None, AxesLabel -» {"X", "Y", "2"},
ImageSize - 200,
PlotStyle » {Opacity[0.2], Red}, Boxed - False,
Axes -» True, AxesOrigin-» {0, O, 0}],
Show[ParametricPlot3D[{2 Cos[a] * Sin[t+7m/ 6],
2Sin[a] *Sin[t+m7 /6], 2Cos[t+m/ 6]},
{a, 0, a0}, {t, 0, t0}, PlotRange -»

{{-1.5, 1.5}, {-1.5, 1.5}, {-0.5, 2}},
Mesh -» None, AxesLabel -» {"X", "Y", "2"},
ImageSize » 300, PlotStyle »

{Blue, Opacity[0.3]}, Boxed -» False,

Axes -» True, AxesOrigin-» {0, 0, 0}],
ParametricPlot3D[{2 Cos[a] *Sin[0+ 7/ 6],

2Sin[a] *Sin[0+m7 /6], 2Cos[0+m/ 6]},

{a, 0, a0}, PlotRange -» {{-1.5, 1.5},

{-1.5, 1.5}, {-0.5, 2}}, Mesh - None,
AxesLabel » {"X", "Y", "2"}, ImageSize -» 200,
PlotStyle -» {Thickness[0.005], Blue},

Boxed -» False, Axes - True,

AxesOrigin-» {0, 0, 0}],
ParametricPlot3D[{2 Cos[a] *Sin[t+xw/ 6],
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2Sin[a] *Sin[t+mx /6], 2Cos[t+m/ 6]},
{a, 0, a0}, {t, -xvr/12, 0}, PlotRange -»

{{-1.5, 1.5}, {-1.5, 1.5}, {-0.5, 2}},
Mesh -» None, AxesLabel -» {"X", "Y", "2"},
ImageSize - 200,

PlotStyle -» {Opacity[0.2], Red}, Boxed -» False,
Axes - True, AxesOrigin-» {0, 0, 0}]
1131,
{{t0, @/ 12, "t"}, -7/ 12+0.00001, 7/ 12},
{{a0, 27, "a"}, 0.00001, 2 7}]

t >
: 3

Out[163]= an |
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2.3 Vector que apunta hacia fuera y orientacion inducida
en el borde

» Dimension 2 en R3

Rutinas 2.1 : Visualizacion del concepto de vector que apunta hacia fuera

nizr- vectorhaciadentro = Manipulate[vector = {1/2, 1};
¢2[u_, v_] := {2Cos[v] *Sin[u+xn /6],
2Sin[v] *Sin[u+xw /6], 2Cos[u+xw/6]};
jacobiana :=D[¢2[u, v], {{u, v}}];
Grid[{{
Show [ {ParametricPlot [
{{t, a}}, {a, 0, 27}, {t, O, / 12},
BoundaryStyle -» {Dashing[0.0001], White},
PlotStyle » {Directive[Yellow, Opacity[1]]},
Mesh -» False, Frame -» False, Axes - True,
PlotRange -» {{-.3, 0.5}, {-0.5, 2x7+1}},
Ticks » {Range[-n /12, n /12, n/ 12],
Range[0, 27, w/ 2]}, AspectRatio-» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
ParametricPlot[{{0, a}}, {a, 0, 27}, Axes -»
True, PlotStyle » {Thickness[0.01], Blue},
PlotRange » {{-n /12, n/ 12}, {-0.5, 27 +1}},
Ticks » {Range[-n /12, n/ 12, 7/ 12],
Range[0, 2, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
Graphics|[{Blue, PointSize[0.02],
Point[{0, a0}]}],
Graphics[{Blue, Thickness[0.01], Arrow|
{{0, a0}, {0, a0} + Normalize[vector]}]}]

3y

Show [
ParametricPlot3D[{2 Cos[a] * Sin[t+7/ 6],
2Sin[a] *Sin[t+m7 /6], 2Cos[t+m/ 6]},
{a, 0, 27}, {t, O, w/ 12}, PlotRange -
{{-2, 2}, {-2, 2}, {-0.5, 3}}, Mesh -» None,
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AxesLabel -» {"X", "Y", "Z"}, ImageSize - 300,
PlotStyle » {Directive[Yellow, Opacity[1l]]},
Boxed -» False, Axes - True,
AxesOrigin-» {0, 0, 0}],

ParametricPlot3D[{2 Cos[a] *Sin[0+x/ 6],

2Sin[a] *Sin[0+xw /6], 2Cos[0+m/ 6]},

{a, 0, 2 7}, PlotRange -»

{{-2, 2}, {-2, 2}, {-0.5, 3}}, Mesh -» None,
AxesLabel -» {"X", "Y", "2"}, ImageSize -» 200,
PlotStyle -» {Thickness[0.01], Blue},

Boxed -» False, Axes - True,
AxesOrigin-> {0, 0, 0}],
Graphics3D[ {Blue, PointSize[0.02],
Point [Evaluate[¢2[0, a0]]]}].,
Graphics3D[{Blue, Thickness[0.01],
Arrow[{¢2[0, aO], ¢2[0, a0] +
Normalize[Evaluate[ (jacobiana.vector) /.
{u->0, v>a0}]]}1}]

1131,
{{a0, 5.4, "a"}, 0.00001, 2 }]
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(.

out[127]=

5}

In[128]:=
vectorhaciafuera = Manipulate[vector = {-1/2, 1};
$2[u_, v_] := {2Cos[v] *Sin[u+mn/ 6],
2Sin[v] *Sin[u+x /6], 2Cos[u+xw/6]};
jacobiana :=D[¢2[u, v], {{u, v}}];
Grid[{{
Show [ {ParametricPlot|
{{t, a}}, {a, 0, 27}, {t, 0, ™/ 12},
BoundaryStyle » {Dashing[0.0001], White},
PlotStyle » {Directive[Yellow, Opacity[1l]]},
Mesh » False, Frame -» False, Axes -» True,
PlotRange -» {{-.5, 0.5}, {-0.5, 277 +1}},
Ticks » {Range[-n /12, ® /12, n/12],
Range[0, 271, w/ 2]}, AspectRatio-» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
ParametricPlot[{{0, a}}, {a, 0, 2 7}, Axes »
True, PlotStyle » {Thickness[0.01], Blue},
PlotRange » {{-n /12, n/ 12}, {-0.5, 27 +1}},
Ticks » {Range[-n /12, n /12, 7w/ 12],
Range[0, 27, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
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AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
Graphics|[{Blue, PointSize[0.02],

Point[{0, a0}]}],
Graphics[{Blue, Thickness[0.01], Arrow|

{{0, a0}, {0, a0} + Normalize[vector]}]}]
31

Show [
ParametricPlot3D[{2 Cos[a] * Sin[t+7m/ 6],

2Sin[a] *Sin[t+mw7 /6], 2Cos[t+m/ 6]},
{a, 0, 27}, {t, O, w/ 12}, PlotRange -

{{-2, 2}, {-2, 2}, {-0.5, 3}}, Mesh -» None,
AxesLabel -» {"X", "Y", "Z"}, ImageSize - 300,
PlotStyle » {Directive[Yellow, Opacity[1l]]},
Boxed -» False, Axes - True,

AxesOrigin-» {0, 0, 0}],

ParametricPlot3D[{2 Cos[a] *Sin[0+7/ 6],
2Sin[a] *Sin[0+xw /6], 2Cos[0+m/ 6]},
{a, 0, 2 7}, PlotRange -»

{{(-2, 2}, {-2, 2}, {-0.5, 3}}, Mesh -» None,
AxesLabel -» {"X", "Y", "2"}, ImageSize -» 300,
PlotStyle -» {Thickness[0.01], Blue},

Boxed -» False, Axes - True,
AxesOrigin-> {0, 0, 0}],
Graphics3D[ {Blue, PointSize[0.02],

Point [Evaluate[¢2[0, a0]]]}].,
Graphics3D[{Blue, Thickness[0.01],

Arrow[ {¢2[0, a0O], ¢2[0, a0] +

Normalize[Evaluate[ (jacobiana.vector) /.
{u->0, v>a0}]]}1}]

1131,
{{a0, 5.4, "a"}, 0.00001, 2 }]
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Rutinas 2.2 : Visualizacion del concepto de orientacion inducida

» Dimension 2 en R3

In[130]:=
vectorhaciafueracontg =
Manipulate[vector = {-1/2, 1};
¢2[u_, v_] := {2Cos[v] *Sin[u+mw/ 6],
2Sin[v] *Sin[u+xw /6], 2Cos[u+nw/6]};
jacobiana :=D[¢2[u, v], {{u, v}}];
Grid[{{
Show [ {ParametricPlot [
{{t, a}}, {a, O, 27}, {t, O, 7/ 12},
BoundaryStyle -» {Dashing[0.0001], White},
PlotStyle » {Directive[Yellow, Opacity[1l]]},
Mesh -» False, Frame -» False, Axes - True,
PlotRange » {{-.5, 0.5}, {-0.5, 277 +1}},
Ticks » {Range[-n /12, n /12, 7/ 12],
Range[0, 27, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
ParametricPlot[{{0, a}}, {a, 0, 27}, Axes »
True, PlotStyle » {Thickness[0.01], Blue},
PlotRange » {{-xw /12, n/ 12}, {-0.5, 27w +1}},
Ticks » {Range[-n /12, n/ 12, 7w/ 12],
Range[0, 2, r/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
Graphics[{Blue, PointSize[0.02],
Point[{0, a0}]}],
Graphics[{Blue, Thickness[0.01], Arrow]|
{{0, a0}, {0, a0} + Normalize[vector]}]}]

I

Show [
ParametricPlot3D[{2 Cos[a] *Sin[t+7/ 6],
2Sin[a] *Sin[t+m7 /6], 2Cos[t+m/ 6]},
{a, 0, 27}, {t, O, w/ 12}, PlotRange -
{{-2, 2}, {-2, 2}, {-0.5, 3}}, Mesh -» None,
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AxesLabel -» {"X", "Y", "Z"}, ImageSize - 300,
PlotStyle » {Directive[Yellow, Opacity[1l]]},
Boxed -» False, Axes - True,
AxesOrigin-» {0, 0, 0}],

ParametricPlot3D[{2 Cos[a] *Sin[0+xw/ 6],

2Sin[a] *Sin[0+xw /6], 2Cos[0+m/ 6]},

{a, 0, 2 7}, PlotRange -»

{{-2, 2}, {-2, 2}, {-0.5, 3}}, Mesh -» None,
AxesLabel -» {"X", "Y", "2"}, ImageSize -» 200,
PlotStyle -» {Thickness[0.01], Blue},

Boxed -» False, Axes - True,
AxesOrigin-> {0, 0, 0}],
Graphics3D[ {Blue, PointSize[0.02],
Point [Evaluate[¢2[0, a0]]]}].,
Graphics3D[{Blue, Thickness[0.01],
Arrow[{¢2[0, aO], ¢2[0, a0] +
Normalize[Evaluate[ (jacobiana.vector) /.
{u->0, v>a0}]]}1}1,
Graphics3D[{Red, Thickness[0.01],
Arrow[{¢2[0, a0], ¢2[0, a0] +
Normalize[Evaluate[ (jacobiana. {0, -1}) /.
{u->0, v>a0}]]}1}1,
Graphics3D[ {Green, Thickness[0.01],
Arrow[{¢2[0, a0], ¢2[0, a0] + Cross|
Normalize[Evaluate[ (jacobiana.
vector) /. {u->0, v->al}]],
Normalize[Evaluate[ (jacobiana.
{0, -1}) /. {u->0, v->a0}]]1]1}1}]

1331,
{{a0, 5.4, "a"}, 0.00001, 2 x}]
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Medida e integracion en
variedades

Objetivos

» Visualizar el concepto medida de paralelepipedos en R*y

R3. Interpretacion geométrica del producto mixto.

» Comprender el concepto de medida local en variedades.

» Rutinas para la evaluacion de integrales de linea: interpretacion
geométrica.

» Teoremas clasicos del Analisis Vectorial: Aplicaciones
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3.1 Medida en subespacios

Se establece un concepto de medida adecuada sobre los subespacios de un
espacio vectorial para llegar de forma natural al concepto de medida de
paralelepipedo y su relacion con del producto exterior de los vectores que lo
dirigen.

La siguiente rutina muestra la interpretaciéon geométrica del producto
mixto de tres vectores en el espacio.

In[205]:=
ejes = Graphics3D[{Line[{{-10, O, O}, {10, O, O}}],
Line[{{0, -10, O}, {0, 10, O}}],
Line[{{O, ol _10}1 {ol ol 10}]’]!
Text [Style[x, Bold, 24], {10.5, 0, 0}],
Text [Style[y, Bold, 24], {0, 10.75, 0}],
Text [Style[z, Bold, 24], {0, O, 10.75}]}
1;
mixto[x1_, yl1_, z1_, x2_, y2_, z2_, x3_, y3_, 23_] :=
N[Det[{{x1, y1, z1}, {x2, y2, z2}, {x3, y3, 2z3}}11];
Clear([v]
€=.2;
vic_, x_,y_, z_] :=Graphics3D[{c, Thickness[.01],
Line[{{or ol o]‘l {(1'6) X, (1‘6) ) (l'e) z]‘]‘]l
EdgeForm[], Table[Cylinder|
{{(l-e)x, (1-€)y, (1-€) 2z}, { (l-ne€)x,
(l-ne)y, (1-ne) z}}, nel,
{n, O, .98, .02}]}];

graficamixto = Manipulate [If [aux,
Column[{

Row@ {Text[Style[" [ ", 20, Bold]],
Text [Style[{ Round[x1, .01], Round[yl, .01],
Round[zl, .01]}, 18, Red, Bold]],
Text [Style[" , ", 20, Bold]],
Text [Style[{ Round[x2, .01], Round[y2, .01],
Round[z2, .01]}, 18, Blue, Bold]],
Text[Style[" , ", 20, Bold]],
Text [Style[{ Round[x3, .01], Round[y3, .01],
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Round[z3, .01]}, 18, Green, Bold]],
Text [Style[" ] ", 20, Bold]],
Text [Style[" = ", 20, Bold]],
Text [Style[mixto[x1l, y1, z1, x2, y2,
z2, x3, y3, z3], 18, Black, Bold]]},

Grid[{{Show[ejes, v[Blue, x1, v1, z1],
v[Red, x2, y2, z2], v[Black, x3, y3, z3],
Graphics3D[{Opacity[.5], Green,
Polygon[{{0, O, 0}, {x1, y1, z1}, {x2 +x1,
vy2+yl, z2+z1}, {x2, y2, z2}}]}],
Graphics3D[ {Opacity[.5], Green,
Polygon[{{O, O, 0}, {x2, y2, z2}, {x2 +x3,
Y2+y3, z22+2z3}, {x3, y3, z3}}]}],
Graphics3D[ {Opacity[.5], Green,
Polygon[{{O, O, O}, {x1, y1, z1}, {x3 +x1,
y3+yl, z3+z1}, {x3, y3, 2z3}}]}],
Graphics3D[{Opacity[.5], Green, Polygon]|
{{x1+x2, yl+y2, z1+22}, {x2+x1+x3,
vy2+yl+y3, z2+21+23}, {x2+x3,
Y2 +y3, z2+z3}, {x2, y2, z2}}]}],
Graphics3D[{Opacity[.5], Green, Polygon]|
{{x1+x3, yl+y3, z1+23}, {x2+x1+x3,
vy2+yl+y3, 22 +21+23}, {x2+x3,
Y2+y3, z22+2z3}, {x3, y3, z3}}]}],
Graphics3D[ {Opacity[.5], Green, Polygon|
{{x1+x3, yl+y3, z1+23}, {x2+x1+x3,
vy2+yl+y3, z2+21+23}, {x2+x1,
y2+yl, z2+z1}, {x1, yl, z1}}]}],
Graphics3D[{Blue, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x2, y2, 22},
{x2+x1, y2+yl, z2+21}}]}],
Graphics3D[{Red, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x1, y1, z1},
{x2+x1, y2+yl, z2+21}}]}],
Graphics3D[{Black, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x1, v1, z1},
{x3+x1, y3+vyl, z3+2z1}}]}],
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Graphics3D[{Blue, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x3, y3, 23},
{x3+x1, y3+yl, z3+21}}]}]1,
Graphics3D[{Red, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x3, y3, 23},
{x3+x2, y3+y2, z3+22}}]}],
Graphics3D[{Black, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x2, y2, z2},

{x3 +x2, y3+vy2, z3+22}}]}],
Graphics3D[{Blue, Thickness[.005], Dashed,
Line[{{x2+x3, y2+y3, 22+23}, {x3+x1+
x2, y3+yl+y2, z3+21+22}}]}],
Graphics3D[{Black, Thickness[.005], Dashed,
Line[{{x1+x2, yl+y2, z1+22}, {x3 +x1+
x2, y3+yl+y2, z3+21+22}}]}],
Graphics3D[{Red, Thickness[.005], Dashed,

Line[{{x1+x2+x3, yl+y2+y3, z1+22+123},
{x3+x1, y3+yl, z3+21}}]}]1,
ImageSize » 500, PlotRange -»
{{_251 25]’1 {_251 25}1 {_251 25}}
1},
{Framed[Text@Grid[{

{"Volumen paralelepipedo = ",
NumberForm[Abs [mixto[x1l, y1l, z1, x2,
v2, z2, x3, y3, 2311, {5, 2}1, "u*"},
{" (Valor absoluto del producto
mixto de los vectores)"}

HI
b

Alignment—aCenter],

Column | {

Row@ {Text[Style[" [ ", 20, Bold]],
Text [Style[{ Round[x1, .01], Round[yl, .01],
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Round[zl1l, .01]}, 18, Red, Bold]],
Text [Style[" , ", 20, Bold]],
Text [Style[{ Round[x2, .01], Round[y2, .01],
Round[z2, .01]}, 18, Blue, Bold]],
Text[Style[" , ", 20, Bold]],
Text [Style[{ Round[x3, .01], Round[y3, .01],
Round[z3, .01]}, 18, Green, Bold]],
Text[Style[" ] ", 20, Bold]],
Text[Style[" = ", 20, Bold]],
Text[Style[mixto[x1l, y1, z1, x2, y2,
z2, x3, y3, z3], 18, Black, Bold]]},

Grid[{{Show[ejes, Vv[Blue, x1, y1, z1],
v[Red, x2, y2, z2], v[Black, x3, y3, z3],
Graphics3D[{Blue, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x2, y2, 22},
{x2+x1, y2+yl, z2+21}}]}],
Graphics3D[{Red, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x1, y1, z1},
{x2+x1, y2+yl, z2+2z1}}]}],
Graphics3D[{Black, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x1, vy1, z1},
{x3+x1, y3+yl, z3+21}}]}]1,
Graphics3D[ {Blue, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x3, y3, 23},
{x3+x1, y3+yl, z3+21}}]}]1,
Graphics3D[{Red, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x3, y3, 23},
{x3+x2, y3+y2, z3+22}}]}],
Graphics3D[{Black, Thickness[.005],
Dashed, Line[{{x2, y2, z2},
{x3 +x2, y3+vy2, z3+22}}]}],
Graphics3D[{Blue, Thickness[.005], Dashed,
Line[{{x2 +x3, y2+y3, 22+23}, {x3+x1+
x2, y3+yl+y2, z3+21+22}}]}],
Graphics3D[{Black, Thickness[.005], Dashed,
Line[{{x1+x2, yl+y2, z1+22}, {x3 +x1+
x2, y3+yl+y2, z3+21+22}}]}],
Graphics3D[{Red, Thickness[.005], Dashed,



SOFTWARE _MATHEMATICA.nb |75

Line[{{x1+x2+x3, yl+y2+y3, z1+22+123},

{x3+x1, y3+yl, z3+21}}]}]1,
ImageSize -» 300, PlotRange -
{{-25, 25}, {-25, 25}, {-25, 25}}
1},
{Framed [Text@Grid[ {
{"Volumen=", NumberForm[Abs [mixto[x1l, y1,
zl, x2, y2, z2, x3, y3, 2z3]], {5, 2}]}

311
Y1},
Alignment - Center]

]I {{XJ'I 1]’1 _81 8}! {{Yll 1}! _81 8}!

{z1, -8, 8}, {x2, -8, 8}, {y2, -8, 8},

{{z2, 1}, -8, 8}, {x3, -8, 8}, {{y3, 1}, -8, 8},
{z3, -8, 8}, {{aux, False, Column|

{"Mostrar", "paralelepipedo"}]}, {True, False}}
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3.1 Medida en variedades diferenciables

Al concepto de medida (local) en una variedad puede llegarse de forma
heuristica por aproximaciones de medida de paralelepipedos construidos
sobre cada espacio tangente.

Rutinas 3.1 : Interpretacion geométrica del concepto de medida local en
una variedad

noo- areas3 = Manipulate[vector = {1, 1};
¢2[u_, v_] :=
{2 Cos[v] *Sin[u], 2Sin[v] *Sin[u], 2Cos[u]};
jacobiana =D[¢2[u, v], {{u, v}}];
Grid[{{
Show|[ {ParametricPlot]|
{{t, a}}, {a, 0, 27}, {t, O, 7w/ 2},
BoundaryStyle » {Dashing[0.02], White},
PlotStyle -» {Directive[Yellow, Opacity[1]]},
Mesh -» False, Frame » False, Axes - True,
PlotRange -» {{-1, w+1}, {-0.5, 2x+1}},
Ticks » {Range[0, n, /4],
Range[0, 2, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
ParametricPlot[pt + A x {hl, 0} +u* {0, h2},
{A, 0, 1}, {u, 0, 1}, Mesh » None, PlotStyle -»
{Directive[Blue, Opacity[1]]}], Graphics]|
{Black, PointSize[0.02], Point|[pt]}],
Graphics[{Black, Arrow[{{pt[[1]], Pt[[2]]},
{pt[[1]], pt[[2]]} +{h1l, O}}]}],
Graphics[{Black, Arrow[{{pt[[1]], Pt[[2]]},

{pt[[1]], pt[[2]]} + {0, h2}}]}]

3y

Show [ParametricPlot3D|
{2 Cos[a] *Sin[t], 2Sin[a] *Sin[t], 2Cos[t]},
{a, 0, 27}, {t, O, n}, PlotRange »
{{-2, 2}, {-2, 2}, {-0.5, 3}}, Mesh -» None,
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AxesLabel -» {"X", "Y", "2"}, ImageSize -» 200,
PlotStyle -» {Directive[Yellow, Opacity[0.5]]},
Boxed -» False, Axes - True,
AxesOrigin-» {0, 0, 0}],
ParametricPlot3D[Evaluate]
¢2[pt[[1]], pt[[2]]] +
A* ((jacobiana.{hl, 0}) /. {u->pt[[1]], Vv~
Pt[[2]]}) +u=* ((jacobiana. {0, h2}) /.
{u->pt[[1]], v>pt[[2]]})],
{A, 0, 1}, {u, 0, 1}, Mesh -» None,
PlotStyle -» {Directive[Blue, Opacity[0.5]]}],
ParametricPlot3D[Evaluate[¢2[pt[[1]] +A*hl,
pt[[2]] +u*xh2] ], {A, O, 1}, {u, O, 1},
Mesh -» None, PlotStyle » {Black, Opacity[1]}],
Graphics3D[{Black, PointSize[0.02],
Point [Evaluate[¢2([pt[[1]], pt[[2]]1]1]11}],
Graphics3D[{Black, Arrow[{¢2[pt[[1]],
pt[[2]]], ¢2[pt[[1]], Pt[[2]]] +
Evaluate[ (jacobiana. {0, h2}) /.
{fu->pt[[1]], vopt[[2]]1}]}]1}],
Graphics3D[{Black, Arrow[{d2[pt[[1l]],
pt[[2]]], ¢2[pt[[1]], Pt[[2]]] +
Evaluate[ (jacobiana.{hl, 0}) /.
{u->pt[[1]], v>pt[[2]]}]}]}]

1}}1,
{{hl, 0.56}, 0.1, 1},

{{h2, 0.8}, 0.1, 1}, Delimiter,
Style["Posicién incial", 12, Bold],
{{pt, {7/6,3m/2}, ""}, {0, 0}, {7/2, 27}}]
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3.2 Integracion en variedades.
Ejemplo: Integrales de linea

Rutinas 3.2 : Interpretacion geométrica de integrales de linea en R?

nieo- integrallinea = Manipulate]
Show [

VectorPlot[fieldee {x, v}, {x, -xm, ©}, {y, -7, 7},
VectorScale » {Small, Small, Automatic},
VectorStyle -» GrayLevel [0.5], Axes -» True,
AxesStyle » Arrowheads[{0.0, 0.05}],

Frame - False],
ParametricPlot [param[t], {t, -, 7}, PlotStyle >
{Thickness[.005], Red}, ImageSize -» 500],
Graphics|
Dynamic[{
pointVector = param[tpoint];
fieldVector = field @@ param[tpoint];
gradVector =grad[tpoint];
vAngle =
VectorAngle[gradVector, fieldVector];

{Blue, Arrow]|
{pointVector, pointVector + fieldVector}]},
{Red, Arrow|[ {pointVector,
pointVector + gradVector}]},
{Green, Arrow[pointVector +H# & /@
{{0, 0}, Norm[fieldVector] *
Cos [vAngle] » gradVector}]},
{PointSize[Large], Point[pointVector]}
}]
]
, ImageSize » 500],
{{tpoint, 7.1, Text[Style["punto", FontSize » 18]]},
0, 4 7, Appearance - "Labeled"},
{{field, {#1, #2} &,
Text [Style["Campos", FontSize -» 18]]},
{{#1, 82} &> {x, v}, {#1°2, #2"2} &> {x"2, v" 2},
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{#2"°2, 1" 2} &> {y" 2, x" 2},
{1, 1 +H#2} &> {1, x+y}, {-82, #1} &> {-y, x}},
PopupMenu}, Initialization »»
(param[t_] := {2.5Cos[t], 1.58Sin[t]};
grad[t_] = Evaluate[Normalize[D[param[t], t]]]),
TrackedSymbols -» All

]

punto

7.33876

(.

Campos {X, Yy} \Y4

Out[160]=
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3.3 Aplicaciones de los teoremas clasicos del Analisis
Vectorial: un ejemplo

nos- orientacion = Manipulate[vector = {-1, 1};
¢3[u_, v_] :=
{(2-u) Cos[v], (2-u) Sin[v], (2-u) "2};
jacobiana :=D[¢3[u, v], {{u, v}}];
Grid[{{
Show [

{ParametricPlot[{{t, a}}, {a, O, 27}, {t, O, 2},
BoundaryStyle » {Dashing[0.0001], White},
PlotStyle -» {Directive[Yellow, Opacity[1l]]},
Ticks » {Range[-1, 5, 1], Range[0, 27w, 7t/ 2]},
Mesh -» False, Frame » False, Axes - True,
PlotRange -» {{-1, 5}, {-0.5, 277 +1}},
AspectRatio » 1, AxesLabel » {"t", "a"},
ImageSize » 200], ParametricPlot|
{{0, a}}, {a, 0, 2 5}, Axes -» True,

PlotStyle » {Thickness[0.01], Blue},
PlotRange » {{-nw /12, n/ 12}, {-0.5, 27w+ 1}},
Ticks » {Range[-n /12, /12, n/ 12],
Range[0, 27, w/ 2]}, AspectRatio-~» 1,
AxesLabel » {"t", "a"}, ImageSize - 200],
Graphics[{Blue, PointSize[0.02],
Point[{0, a0}]}],
Graphics[{Blue, Thickness[0.01], Arrow|[
{{0, a0}, {0, a0} + Normalize[vector]}]}]

3y

Show [
ParametricPlot3D[¢3[t, a],
{a, 0, 27}, {t, O, 2}, PlotRange -»

{{-3, 3}, {-3, 3}, {-0.5, 6}}, Mesh -» None,
AxesLabel » {"X", "Y", "2"}, ImageSize -» 200,
PlotStyle -» {Directive[Yellow, Opacity[1]]},
Boxed -» False, Axes - True,

AxesOrigin-» {0, 0, 0}],
ParametricPlot3D[¢3[0, a], {a, O, 2 7},
PlotRange -» {{-3, 3}, {-3, 3}, {-0.5, 6}},
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Mesh -» None, AxesLabel -» {"X", "Y¥Y", "2"},
ImageSize » 200, PlotStyle »
{Thickness[0.01], Blue}, Boxed - False,
Axes -» True, AxesOrigin-» {0, 0, 0}],
Graphics3D[{Blue, PointSize[0.02],
Point [Evaluate[¢3[0, a0]]]}].,
Graphics3D[{Blue, Thickness[0.01],
Arrow[{¢3[0, a0], ¢3[0, a0] +
Normalize[Evaluate[ (jacobiana.vector) /.
{u->0, v>a0}]]}1}1,
Graphics3D[{Red, Thickness[0.01],
Arrow[{¢3[0, a0], ¢3[0, a0] +
Normalize[Evaluate[ (jacobiana. {0, -1}) /.
{fu-0, v>a0}]]1}1}1,
Graphics3D[ {Green, Thickness[0.01],
Arrow[{¢3[0, a0], ¢3[0, a0] + Cross|
Normalize[Evaluate[ (jacobiana.
vector) /. {u-»>0, v->al0}]],
Normalize[Evaluate[ (jacobiana.
{0, -1}) /. {u->0, v->al}]]
1}1}1]

1331,
{{a0, 5.4, "a"}, 0.00001, 2 x}]
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ne- inducida = orientacion3D|[
{2Sin[t], 2Cos[t], 4}, {t, 0, 2xPi}, {Axes -» True,
AxesOrigin - {0, 0, 0}, Boxed -» False,
PlotRange -» {{-2.5, 2.5}, {-2.5, 2.5}, {-0.5, 6}},
ImageSize -» 400}, {xwr/ 2, 1.2}]

% D z

N

longitud ﬁ 1.2
g u

d(1)={2 sin(t), 2 cos(?), 4},

Out[34]=
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» La circulacion calculada como una integral de linea

Clear([x, v, 2z, r];

x[t_] =2Cos[t];

y[t_] =28Sin[t];

z[t_ ] =4;

rit_] = {x[t], y[t], z[t]};
Flx_,y_,z_]={3z[t], 5x[t], -2y[t]}

2 7T
J F[x, vy, z].D[r[t], t] At
o

{12, 10Cos[t], -4 Sin[t]}

20 7T

» Utilizando el teorema de Stokes

Clear[x, vy, z, r, 6, CurlF, GradG];
F[x ,y ,2_]1={32,5%x, -2y};
CurlF[x ,y ,z_]=
{D[F[x, ¥y, 2]1[[3]1], Y] -D[F[x, v, 2][[2]], 2],
-D[F[x, ¥y, 2] [[3]], x] +D[F[x, ¥, 2] [[1]], 2],
D[F[x, y, z][[2]], x] -D[F[x, ¥y, 2] [[1]], Y]}
G[x_,vY ,2 ]1=2-x"2-y"2;
GradG[x_, Yy , z_] =
{D[G[xl YI z]l x]l D[G[xl Yl Z]l Y]l D[G[xl YI z]l Z]}
H[r_, 6_] =CurlF[x, y, z] .GradG[x, y, z] /.
{x>rCos[O], y»rSin[6]};

27w 2
J. JrH[r, e] drde
o Jo

{_21 3! 5}
{-2x, -2y, 1}

20 7T
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1.INTRODUCCION

En muchos paises de Europa, la docencia universitaria
tradicional se ha visto modificada por los principios que
definen el Espacio Europeo de Educacién Superior
(EEES). Los cambios que promueve el EEES eliminan la
concepcion de profesor como figura unica y fundamental
en la transmision de conocimiento donde compartia su
sabiduria a través de la clase magistral, clases regladas
donde los alumnos asimilaban los conceptos y tomaban
apuntes. Con la adaptacion al Tratado de Bolonia, el
profesor se convierte en tutor o supervisor y se da mayor
protagonismo al estudiante. Las clases no son puramente
tedricas y existe una parte practica que computa en la
evaluacion final. Para facilitar el trabajo de docente y del
alumno se utilizan diferentes recursos tecnologicos
aplicados al ambito de la educacion: Internet, los
entornos virtuales de aprendizaje y el uso de diferentes
herramientas tecnoldgicas son los utiles de estudio en la
Universidad actual. El estudio de las bases matematicas
comunes en asignaturas de matematicas y fisicas en los
primeros cursos de los nuevos grados en Ciencias e
Ingenierias constituyen los pilares de muchos de los
conceptos de asignaturas de cursos posteriores. Nuestra
experiencia docente nos ha demostrado que los alumnos
tienen grandes dificultades de asimilacion de todos
aquellos conceptos que exijan cierta abstraccion, a lo que
se une una falta de vision espacial. Dentro de este
contexto se enmarca la presentacion del material
informatico de esta comunicacién para el aprendizaje
interactivo de métodos matematicos para la fisica. Este
material ha sido elaborado gracias al Proyecto de
Innovacion PI1-12-005 de la convocatoria de Innovacion

y Mejora docente del Vicerrectorado de Docencia y
Formacion de la Universidad de Cadiz, en Espaiia.

2. OBJETIVOS DEL PROYECTO DE
INNOVACION DOCENTE

El estudio y didactica de las matematicas y asignaturas de
fisicas, comprenden una serie de estructuras de
presentacion y simbolos propios que contribuyen de
forma determinante a la perfecta compresion de la
materia. El desconocimiento de este lenguaje matematico
supone un handicap a la hora de la transmision de
conceptos en estas ciencias, y en particular en las
asignaturas de fisicas donde a veces la limitacion no esta
en la idea conceptual sino en el formalismo matematico,
por lo que su estudio debe constituir una tarea primordial
desde los primeros niveles académicos.

El proyecto de innovaciéon y mejora docente para la
enseflanza de las matematicas para la fisica a nivel
universitario, consiste  fundamentalmente en la
elaboracion del material didactico informatico y
contempla los siguientes aspectos u objetivos generales:

1- Adquisicion de conceptos matematicos e
interpretacion fisica.

2- Desarrollo de habilidades y destreza de calculo.

3- Trabajo en grupo.

Aunque este material trata aspectos generales y basicos
del analisis vectorial, la aproximacion del ingeniero a las
matematicas es de una naturaleza eminentemente practica,
y esta orientada a la resolucion de problemas concretos.
Por este motivo, la propuesta metodoldgica esta centrada



en los siguientes puntos:

= Presentacion de una situacion simplificada del
mundo real.

= Traduccion de la situacidbn en terminologia
matematica y disefio del modelo fisico-matematico.

=  Tratamiento del modelo y resolucion del problema.

= Interpretacion de la solucién en términos fisicos y
analisis de resultados. De acuerdo a Esquembre, F.
(2001) y a Garcia Barneto et al. (2006), estas
aplicaciones informaticas pueden usarse para
visualizar fendmenos pero también para interactuar
con la simulacion, recogiendo y analizando datos.

En este trabajo se presenta una coleccion de aplicaciones
matematicas para el desarrollo del programa comun de
Analisis Vectorial de las distintas asignaturas de
matematicas en el primer curso de los grados en ciencias
e ingenierias. El paquete de rutinas se conforman en base
a la necesidad de introducir los siguientes conceptos,
agrupados en unidades didacticas:

1. Introduccion a la variedades diferenciables:
representaciones implicitas, paramétricas y explicitas.
Vectores tangentes y normales. Coordenadas cartesianas,
polares, cilindricas y esféricas.

2. Campos escalares y vectoriales. Curvas y superficies
de nivel. Lineas de corriente. Operaciones entre campos:
Gradiente (operador nabla), divergencia (Operador
laplaciano) y rotacional.

3. Orientacién de variedades. Integracion de campos
escalares. Integracion de campos vectoriales en
variedades orientadas. Integrales de linea y de flujo:
interpretacion fisica.

4. Teoremas clasicos del analisis vectorial: Teorema de
Green. Teorema de Stokes clasico y Teorema de Gauss o
de la divergencia. Aplicaciones fisicas.

El desarrollo de este programa se realiza utilizando el
programa de célculo simbodlico  Mathematicar,
presentando cada uno de los conceptos mediante una
breve introduccion tedrica que se completa con ejercicios
resueltos. Algunos de estos conceptos se visualizan
graficamente con posibilidad de modificacion de
parametros, lo que facilita la interpretacion de las
aplicaciones fisicas. Estos ejercicios resueltos permiten
desarrollar las habilidades y destrezas necesarias para
resolver otros problemas practicos, fomentando la
capacidad de relacionar los conocimientos y las
habilidades adquiridas con las situaciones presentadas, y
de esta forma saber aplicar los conceptos matematicos
para fines practicos. La adquisicién de los conocimientos
se puede autoevaluar con variaciones de los mismos
problemas tipo.

Este material esta disponible en la plataforma Moodle del
campus virtual de la Universidad de Cadiz. El campus
virtual de la Universidad de Cadiz ha sido disefiado con
el objetivo de crear un entorno docente que facilite a
nuestros alumnos el desarrollo de sus estudios online.
Esta plataforma favorece el trabajo en grupo,
permitiendo la discusién de los conceptos mediante la
aplicacion “foro”, en donde alumnos y profesores
intercambian opiniones sobre el tema o problema
propuesto. La evaluacion de los resultados del proyecto
de innovacidn docente se realizara mediante encuestas a
los alumnos a través del campus virtual.

El proyecto de innovacion incluye unos objetivos
especificos con el proposito de evaluar el procedimiento
a través de los siguientes puntos:

* Analizar las opiniones de los alumnos respecto a la
concepcidn, idea e importancia de las matematicas
en el aprendizaje de las asignaturas de fisicas.

* Comparar los modelos de ensefianza basado en la
exposicion, ya sea mediante clases magistrales en
pizarra o mediante presentaciones video-proyectadas,
con clases de desarrollo de conocimientos mediante
aplicaciones  informaticas que potencian el
aprendizaje interactivo y evaluar la relacion existente
entre las practicas docentes empleadas y el nivel de
progreso en algunos contenidos del programa de los
alumnos.

3. EJEMPLO DE UN TALLER
3.1. Taller de fisica general

El gradiente de un escalar es la operacion mas simple del
operador derivada (operador nabla) y el resultado es un
vector. Un ejemplo frecuente en Mecanica de Fluidos lo
constituye el gradiente de presion. La presion estatica P
es un campo escalar y el operador gradiente sobre la
presion define el vector gradiente de presion, el cual
representa una fuerza,

grad P = VP = dP/ox i + dP/dy j + OP/dz k (Ec 1)

donde en la ecuacion (Ec 1) grad P es un vector
representando la fuerza (en realidad la fuerza es igual
—grad P) que acttia sobre el fluido debido a la variacion
de P en el espacio. Existen otros muchos ejemplos de
gradiente de escalares. El transporte difusivo de una
propiedad se modela con un coeficiente de transporte que
multiplica el gradiente de la propiedad. Ejemplo: la
Ley de Fourier, q = — k grad(T), donde q es el vector que
representa el flujo de calor por unidad de tiempo y area,
[W/m2], donde T es la temperatura y la constante de
proporcionalidad k es la conductividad térmica.



Por otro lado es importante observar que al ser el
gradiente de un campo escalar, un vector formado por la
derivada de dicho campo, el mismo tiene la direccion de
la méaxima variacion del mismo. En otras palabras, el
vector gradiente es normal a las superficies formadas con
valores constantes del campo escalar.

El ejercicio propuesto dice: Supongamos que la
temperatura en cada punto (x,y) del plano viene dada por
la funcién f(x,y)=1/2 (y2—x2). Calcula el camino que
seguir- una bacteria que en todo instante busca el mayor
aumento de la temperatura y que parte de un punto inicial
(-2,1). Con la ayuda de la aplicacion en Mathematica el
alumno puede visualizar mejor el ejercicio. Mathematica
es el software con el que trabajan los alumnos en las
materias basicas de las asignaturas de matematicas. Esta
herramienta de calculo, manipulaciéon y visualizacion
matematica, es un programa interactivo diseflado para
resolver de forma simbdlica, problemas en las areas de
Ciencias e Ingenieria. La aplicacion permite modificar el
punto y la funcidn, lo que reinventa multitud de variantes
con los que ejercitar el mismo tipo de problema.

foxoy - % (2 -x?) L‘

point = (1,1)
@=0

u=(10)
> ViLD=(-1,1)

VDI = V2

(ISR VITFRA

Duf(,1)= -1

3.2 Taller especifico de alumnos de ingenieria nautica.

Con vista a introducir a los alumnos en problemas de sus
estudios relacionados con el ejercicio profesional, se le
muestra un ejemplo de célculos del GM en un buque.

angle of inclination degrees C 0.01
K8 (mm) e={0) 6.6
M (mm) e={) 0156
w (weight kg) =() (0.13
d (distance mm) E(;‘ 0.096
A (Mass in Fresh Water Kg) C 20.7

{GM, 3.30165}

(elaboracion propia)

angle of i 31

® P

center of gravity G 0.744

Msnaptogric [ show gradient vr [V show unit direction vector u

Figura 1: ejemplo de aplicacion mathematica (por Abby
Brown, Wolfram Mathematica) empleada en el taller para
el ejercicio de gradiente de un campo escalar.

Estas aplicaciones se utilizaron en las clases taller
siempre después de una introduccion teodrica en la pizarra
donde se introduce los conceptos fisico-matematicos con
rigurosidad. Los ejercicios del taller propuestos permitian
la realizacion de calculos y lograron que los alumnos
resolvieran los problemas con lapiz y papel y luego
contrastaran sus resultados con los obtenidos a partir de
los datos de la misma.

Figura 2: ejemplo de aplicacion mathematica para el
calculo del GM en un buque y visualizacién de 1 par
escorante-adrizante (por Enrique Zeleny, Wolfram
Mathematica)

Modificando el angulo de inclinaciéon y el centro de
gravedad, el alumno puede visualizar como cambia la
situacion de estabilidad del buque. Las barras superiores
permiten calcular la posicion del GM en funcién de los
datos hidrostaticos y del traslado de pesos en el buque y
la escora de este.

4. EVALUACION DE LA METODOLOGIA

Con el objetivo de evaluar la eficacia del método de



aprendizaje, se plantea una serie de tests y pruebas con
alumnos de los primeros cursos de los grados que tienen
asignaturas comunes de matematicas y fisica general.

El disefo utilizado fue en formato de encuesta a partir de
14 preguntas cerradas. Se presentaron 14 afirmaciones
para que los alumnos las clasificaran, en una escala de 5 a
0, desde totalmente de acuerdo (5) a totalmente
desacuerdo(0).

Dividida en tres partes, en la primeras 5 preguntas se
intenta indagar si la dificultad que encuentra el alumno en
los problemas se debe a los conceptos fisicos en si o al
aparato matematico que se necesita para su desarrollo y la
coherencia de nomenclaturas a la hora de explicar los
mismos conceptos en asignaturas de fisica y matematicas.
La segunda parte, estudia la percepcion que el alumno
tiene sobre la aplicacion de los conceptos matematicos en
fisica y viceversa, asi como sus posibles aplicaciones en
posteriores asignaturas. La ultima parte, desde Ila
pregunta 9 a la 14, se preguntd sobre la apreciacion del
alumno de la eficacia del método tradicional de desarrollo
del tema en la pizarra o del método de intercalar practicas
con computadoras. El cuestionario fue el siguiente:

1. Entiendo los conceptos fisicos que se explican.

Entiendo el desarrollo matematico que se utiliza

para explicar los conceptos fisicos.

Entiendo la nomenclatura matematica.

La nomenclatura matematica era conocida.

5. Habia aprendido los conocimientos previos
necesarios en otras asignaturas.

6. Los conceptos matematicos me fueron Ttiles
para comprender los algunos conceptos fisicos.

7. Las interpretaciones fisicas me ayudaron a
comprender algunos conceptos matematicos

8. Creo que los conceptos fisicos-matematicos
estudiados en la asignatura me seran utiles para
otras asignaturas.

9. Considero suficiente la coleccion de ejercicios
practicos.

10. El contenido tedérico de la asignatura es
adecuado.

11. Los recursos multimedia fueron suficientes.

12. El uso de material multimedia ha sido util.

13. Entiendo mejor los conceptos tedricos cuando se
desarrollan en la pizarra

14. Valoro positivamente las practicas con software
para comprender los conceptos.

W

La encuesta se paso a alumnos de tercer curso del grado
de matematicas y alumnos de primero de grado de
ingenierias marina, nautica y transporte maritimo Yy
radioelectrénica, que cursan asignaturas de fisica general.

En total fueron 74 alumnos de ingenierias y 20 alumnos
de matematicas. Todos estos alumnos, durante las clases

y en el aula virtual que dispone la Universidad de Cadiz,
han dispuesto de estas aplicaciones informaticas, si bien
no han tenido talleres especificos.

Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

PREGUNTA | MEDIA DESVIACION
Ingenier. | Matem. | Ingenier. | Matem.
1 3.1 3.5 1.2 1.0
2 3.1 4.0 1.2 0.5
3 2.1 4.0 1.4 0.5
4 2.0 3.5 1.2 0.8
5 2.3 3.0 1.4 1.2
6 3.2 2.0 1.3 1.2
7 2.9 3.2 1.2 1.2
8 2.9 2.0 1.3 0.9
9 1.9 3.5 1.3 1.1
10 3.0 3.2 1.1 1.1
11 3.1 2.8 1.2 1.3
12 3.3 34 1.1 1.2
13 3.2 3.3 1.2 1.2
14 3.5 3.2 1.1 1.3

Tabla 1. Resultados de las encuestas a alumnos de
matematicas (matem.) del grado de matematicas y
alumnos de fisica general en el grado de ingenierias naval,
nautica y transporte maritimo y radioelectronica
(Ingnier.).

La mayoria de los alumnos, tanto de ingenierias como de
matematicas, valoraron positivamente las clases con
software y el empleo de material multimedia. Sin
embargo, uno de las conclusiones mas interesantes en
funcién de la opiniones de los alumnos es que todos creen
necesario el uso de la pizarra tradicional. Por tanto, el
material multimedia es, en opinion de los alumnos, una
herramienta necesaria pero no suficiente. En cuanto a
titulaciones, las principales diferencias se encuentran en
que los alumnos de ingenierias presentan dificultades a la
hora de entender los desarrollos matematicos y la
nomenclatura no le resulté conocida. La alta calificacion
en estos apartados por los alumnos de matematicas no es
extrafia, como tampoco que su peor calificacion sea para
las posibles utilidades de los conceptos fisicos. Sin
embargo, si valoran positivamente el emplear ejemplos
fisicos.

La segunda prueba de evaluacion del método consisti6 en
ofrecer unas clases extraordinarias voluntarias a alumnos
de los grados de ingenierias marina, nautica y transporte
maritimo y radioelectronica En total fueron 27 alumnos.
En estas clases se repasaron conceptos de algebra basicos
como operaciones con vectores, integrales de linea o
cambios de bases. En estas clases se utiliz6é gran cantidad
de aplicaciones informaticas.




Para la evaluacion de los resultados se disefid un
cuestionario de problemas cortos que evaluaban los
conocimientos previos a la clase tedrica, uno posterior a
la misma y un ultimo examen después de la clase de
problemas con ordenador. Para contrastar los resultados
de progresos, se repite una segunda prueba sobre otra
parte del temario intercambiando la clase de ordenador y
la de teoria. El objetivo es estudiar si el progreso esta
relacionado con el método o simplemente responde al
repaso de conocimientos. Los resultados se muestran en
la graficas 1 y 2. Su andlisis muestra que los alumnos
tuvieron resultados similares en las dos pruebas
preliminares, por lo que presentan similar preparacion
previa en los dos temas. También se puede apreciar que
el progreso es mayor para la segunda prueba y aunque,
tras las dos clases, presenten niveles de progresos
similares en promedio el progreso es mayor en los
alumnos que tenian peor preparacion.

Por otro lado, el hecho que aunque se alcanza niveles
parecidos tras las dos sesiones, se consigue mas
rapidamente cuando se imparte primero la clase practica
es un resultado muy destacable y pone de manifiesto que
con s6lo una clase se consigue practicamente el mismo
nivel de progreso que cuando se emplearon dos sesiones.
En términos porcentuales, el incremento medio en la
calificacion de los 27 alumnos respecto a la prueba
preliminar fue un 12% tras la primera clase (tedrica) y de
un 16% tras segunda clase (practica) en la primera prueba
y de un 17% después de la clase practica y 16% tras la
clase tedrica en la segunda prueba. Es importante
destacar la necesidad de que el alumno trabaje en clase
delante del ordenador en diferentes casos del mismo
problema. No basta con visualizar el problema
inicialmente planteado sino que es imprescindible que
practique cambiando las condiciones iniciales y €l mismo
se evalte en las respuestas. A nuestro modo de ver, esta
es la verdadera potencia de la herramienta.

Prueba de progreso 1

nota Mprevio Mtedrico Mpractico

o

alumnos

Figura 3. Prueba de progreso tras el primer taller.
Resultados del ejercicio por alumnos.

Finalmente se realizd6 una presentacion oral de cada
ejercicio en grupos, en la que los estudiantes describieron
los aspectos del uso de la simulacion que cada grupo
consider6 como mas importante. Dicho informe oral
permitid a los docentes evaluar diversos aspectos del uso
de la herramienta.

Prueba de progreso 2

H previo practico Htedrico

Figura 4. Prueba de progreso en el segundo taller.
Resultados del ejercicio por alumnos.

La segunda parte consisti6 en la realizacion de un
encuesta por estos alumnos en base al siguiente
cuestionario:

1. Los ejemplos me ayudaron a entender mejor los
conceptos fisicos.

2. Las interpretaciones fisicas me ayudaron a
comprender algunos conceptos matematicos.

3. Las aplicaciones me permitieron practicar por
mi cuenta los diferentes ejercicios.

4. Valoro mas importante las explicaciones en la
pizarra.

5. Las aplicaciones no son imprescindibles para el
desarrollo de la asignatura.

6. Las aplicaciones me ayudan a mejorar la
destreza de calculo en los problemas.

7. Creo que pueden aplicarse a otras asignaturas.



Los resultados se muestran en la siguiente tabla.

PREGUNTA MEDIA DESVIACION
1 33 1.1
2 3.2 0.9
3 3.5 1.1
4 3.5 1.2
5 33 1.1
6 4.1 0.8
7 3.2 1.4

Tabla 2. Resultados de las encuestas a alumnos de
ingenierias tras las dos sesiones de problemas y teoria
utilizando como base las aplicaciones informaticas.

A diferencia de los alumnos que realizaron la encuesta
anterior, estos recibieron dos sesiones extraordinarias de
repaso de teoria y problemas con aplicaciones
informaticas elaboradas con Mathematica. Las soluciones
de los problemas que se trabajaron en los talleres se
debatian y se planteaban variantes del mismo problema.
La encuesta incluye cuestiones comunes a la encuesta
anterior. Los resultados muestran una mejor apreciacion
de los alumnos a esta metodologia, aunque repiten en la
necesidad de clases de pizarras.

5. CONCLUSIONES

El proposito de la experiencia fue aplicar con mayor
eficiencia esta herramienta en futuros cursos de la
educacion universitaria.

Se pudo comprobar que el uso de esta herramienta
mejord el rendimiento de los alumnos. Algunos de los
alumnos que realizaron la simulacion antes de la prueba,
pudieron utilizarla para realizar por primera vez un
problema del tema, para revisar la teoria y luego de
resolver el problema analiticamente, asi como para
predecir el comportamiento del sistema estudiado. La
simulacién no solo les ayud6 a introducirse en el tema,
sino que también me les permitié ver como se hacia un
ejercicio analiticamente.

También se pudo contrastar que su aplicacion didactica
mejora la relacion de los estudiantes con los docentes y
con otros companeros.
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RESUMEN

Se describen algunas de las rutinas elaboradas
con el programa Mathematica para la ensenanza de
asignaturas con contenidos matematicos relacionados
con el calculo vectorial. La creaciéon de ejercicios
interactivos facilitan la comprensién de contenidos
matematicos y el aprendizaje de técnicas que
requieren estas disciplinas.

1. INTRODUCCION

La Declaracién de Bolonia (1999), suscrita inicial-
mente por 30 paises europeos y con mas de 40 par-
ticipantes en la actualidad, sienta las bases para la
construccién de un FEspacio Europeo de Educacion
Superior (EEES) que modifica profundamente las
metodologias para la transmisién del conocimiento en
el entorno universitario. Los nuevos estudios cuan-
tifican el trabajo durante el proceso de aprendizaje,
en un contexto de renovacién metodolégica docente y
de evaluacién continua de los conocimientos y de las
competencias adquiridas. El EEES implica una nue-
va manera de ensenar y de aprender centrado en el
alumno.

Este nuevo marco obliga al profesor universitario
a renovar su propia formacién, su metodologia, sus
materiales didédcticos y los sistemas tradicionales de
evaluacién. Con objeto de mejorar tanto el aprendizaje
de los alumnos como la forma de ensenar de los
profesores, la Unidad de Innovacién docente de la
Universidad de Cddiz en Espana convoca anualmente
Proyectos de Innovacion y Mejora Docente. Los
resultados presentados en este trabajo se enmarcan
dentro del proyecto PI1-12-005 titulado “Diseno
de metodologias y elaboracion de material docente

para la organizacion, planificacion y coordinacion de
asignaturas con contenidos fisico-matemadticos”. Las
principales lineas de trabajo del proyecto son las
siguientes:

1. Disenar y mejorar la clases practicas y talleres de
asignaturas con contenidos fisico-matemaéticos de
diferentes titulaciones.

2. Coordinar contenidos de asignaturas y nomen-
claturas fisico-matematicas.

3. Mejorar la exposiciéon magistral en este tipo
de asignaturas mediante material grafico y
animaciones.

4. Potenciar el trabajo activo del alumno con la
creacién de ejercicios interactivos en entornos
informéticos amigables.

Uno de los resultados del proyecto es la creacién
de un marco de interaccién entre profesores de
diferentes titulaciones y/o &reas de conocimiento
que produzca beneficios en un doble sentido: las
asignaturas de Matemaéticas se enriquecen con casos
practicos y las de Ciencias Experimentales (Fisica,
Ingenierfas, etc.) pueden avanzar con maés facilidad si
utilizan la misma notacion y conceptos que el alumno
estudia en asignaturas de Matematicas. Para ello se
crean materiales didacticos comunes que permitan
una metodologia diferente e innovadora en estas
disciplinas: se potencia el uso de las nuevas tecnologias
para que el alumno pueda ir resolviendo problemas de
forma interactiva y agudizar su pensamiento critico.

Uno de los materiales didédcticos creados durante
el proyecto de innovacién es un software informaético,
interactivo y especifico para la ensenanza del Calculo
Vectorial y sus aplicaciones e interpretaciones fisicas
([5],[9],[8]). En este trabajo nos centramos en los



contenidos m&s matemdaticos del software y en el
analisis de resultados en alumnos que han cursado la
asignatura Andlisis Vectorial de tercer curso del grado
en Matematicas que se imparte en la Universidad
de Cadiz. Un enfoque centrado en las aplicaciones a
problemas précticos en las Ciencias Experimentales,
sus interpretaciones fisicas y el andlisis de resultados
para alumnos de Ingenierfas son presentados en [16].

Las rutinas han sido creadas usando Mathematica
8.0 por su potencia gréafica y la posibilidad de crear
proyectos elaborados que pueden ser muy complicados
de realizar en otros lenguajes de programacion
(1],[4],[7],[17]). Ademds, las nuevas instrucciones
incluidas en las tltimas versiones para realizar
animaciones, que permiten al usuario manipular
graficos o cédlculos de forma interactiva, se adaptan
a la perfeccion a las necesidades propias de estas
disciplinas. El paquete de rutinas se ha creado en
base a la necesidad de desarrollar los contenidos que
se describen a continuacién, agrupados en diferentes
unidades didacticas.

2. VARIEDADES DIFERENCIABLES

El alumno de la titulaciéon de Grado en Matematicas
se ha encontrado en cursos anteriores de calculo de una
y/o varias variables con variedades diferenciables des-
critas como gréaficas de funciones. Este concepto pre-
vio se formaliza mediante la representacién explicita.
Localmente, estos conjuntos son gréficas de funciones
diferenciables, expresadas en alguna base ordenada de
R™. Si la base es la canédnica, las érdenes de Mathe-
matica mas adecuadas a este tipo de representacién
son las instrucciones Plot y Plot3D para representar
graficas de funciones en R%y en R3. El uso de bases
diferentes requiere utilizar otras instrucciones como
ParametricPlot y ParametricPlot3D.

Muchos conjuntos de la geometria clasica apare-
cen al describir un recinto como el lugar geométrico
de los puntos del plano o del espacio que satisfacen
unas condiciones descritas por una o varias ecuaciones.
Se formaliza matematicamente el concepto de repre-
sentacion implicita, especialmente adecuada para de-
scribir conjuntos que se obtienen como cortes o in-
tersecciones de otros, y se introducen las érdenes de
Mathematica necesarias para representar curvas y su-
perficies dadas en forma implicita (ContourPlot, Con-
tourPlot3D).

En otras ocasiones es muy natural describir un con-
junto por medio de uno o varios parametros que fi-
jan de forma inequivoca la posicién de los puntos del
conjunto. Las 6rdenes ParametricPlot y Parametric-
Plot3D con sus opciones son las adecuadas para repre-
sentar conjuntos descritos en forma paramétrica. Los

cambios de coordenadas polares, cilindricas y esféricas
juegan un papel fundamental a la hora de aprender a
parametrizar ciertas curvas y superficies. La potencia
de las ultimas versiones del Mathematica son de gran
ayuda para comprender el significado de los pardame-
tros involucrados en los nuevos sistemas de coordena-
das ([2],[10]).

En la Figura 1 se muestra una rutina sobre las
coordenadas esféricas, que permite experimentar al
alumno eligiendo los valores de los pardmetros y
observando los cambios producidos sobre la grafica.
Automaticamente el procedimiento calcula y escribe
las correspondientes coordenadas del punto en ambos
sistemas de coordenadas. Rutinas analogas permiten
trabajar con las coordenadas polares en R? y las
coordenadas cilindricas en R3.

Figura 1: Coordenadas esféricas
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La nocién de recta tangente a la grafica de
una funciéon de una variable se generaliza para
introducir el concepto de espacio afin tangente
utilizando representaciones explicitas. A través de
las equivalencias entre las distintas representaciones
se deducen formas alternativas de calcular espacios
tangentes y se introducen las instrucciones del
programa necesarias para realizar los calculos. Es muy
importante que el alumno aprenda a calcular vectores
tangentes utilizando las diferentes respresentaciones y
que sepa elegir entre ellas la que mas se adapta a cada
recinto.

Animaciones como la de la Figura 2, inspirada en
[14], es muy 1til para representar de forma interactiva
los vectores tangentes y normales a curvas en RZ.
El alumno puede elegir qué tipo de vector quiere
representar y se pueden elegir diferentes recintos de
funciones, con diferentes caracteristicas. Los vectores
pueden normalizarse a eleccién. La seleccién del punto
sobre el que se quieren representar dichos vectores se
realiza sobre un panel bidimensional, de forma que
ambos vectores se dibujan sobre cualquier punto del



espacio, y no sélo sobre los puntos de la grafica. Es un
excelente ejercicio para ilustrar el concepto de campo
vectorial, que aplica a cada punto un vector. De esta
forma se facilita la comprension de los conceptos de
campos vectoriales tangentes y/o campos vectoriales
normales a una variedad que se usardn en posteriores
unidades didécticas.

Figura 2: Vectores tangentes y normales a graficas de funciones
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Entre las competencias especificas que el alumno
adquiere en esta unidad didactica se destacan:

1. Saber dibujar curvas y superficies en el plano y
en el espacio dadas en forma implicita, explicitas
y paramétricas.

2. Saber decidir intuitivamente a partir de las
representaciones graficas y un conjunto es
variedad diferenciable o no.

3. Entender el concepto de curva y/o superficie
de nivel y saber decidir cuando son variedades
diferenciables.

4. Reconocer recintos clasicos a partir de sus
ecuaciones implicitas.

5. Entender el significado de los pardmetros en
coordenadas polares, cilindricas y esféricas.

6. Saber parametrizar curvas y superficies
7. Saber calcular y dibujar la recta tangente a
una curva y el plano tangente a una superficie

utilizando diferentes representaciones.

8. Saber calcular y dibujar vectores normales a una
variedad utilizando diferentes representaciones.

9. Utilizar animaciones para visualizar vectores
tangentes y vectores normales.

3. ORIENTACION

El cambio de signo en una integral de Riemman de
una funcién de una variable cuando se intercambian
los limites de integracién es una idea sencilla que
justifica la necesidad de definir conceptos como
recorrer una curva de izquierda a derecha, la cara
exterior de una superficie, etc. Estos conceptos se
usan constantemente en los textos de calculo vectorial
sin mucha precision, pues dependen del punto de
vista del observador. Por otro lado, definiciones
basada en formas fundamentales, sistemas continuos
de orientaciones, etc., usuales en libros de matematica
avanzada ([6],[15]), son demasiado abstractos y
dificultan la compresion intuitiva del concepto de
orientacién.

En este tema tan delicado, las dérdenes de
manipulacién dindmica (Manipulate, Animate) de las
ultimas versiones del Mathematica son de especial
utilidad. El software desarrollado incluye rutinas que
permiten:

1: Visualizar el concepto de vector que apunta hacia
fuera en puntos del borde de variedad con pseudo-
borde ([12],[13]). En la Figura 3 se muestra una
aplicacién de la rutina, que permite visualizar los
vectores en cada punto del borde. Utilizando diferentes
vectores en el espacio de los parametros, el alumno
comprueba que el signo de la primera coordenada es
el que determina el sentido del vector en el borde de
la variedad.

Figura 3: Vector que apunta hacia fuera

2: Dibujar animaciones para visualizar la orien-
tacién a través de campos de vectores tangentes,
transversales y normales en el caso de hipersuperficies.

3: Comprobar de una forma interactiva si una
parametrizacién es coherente o no con una orientacién
prefijada. La rutina presentada en la Figura 4 permite
elegir diferentes parametrizaciones y dibujar un vector
tangente en cada punto de la curva. El movimiento
del vector a lo largo de la curva ayuda a visualizar
la orientacién que la parametrizacién elegida define



sobre la curva.

Figura 4: Parametrizaciones y orientacién
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4: Determinar visualmente la orientacion inducida
en el borde por una orientacién prefijada en la
variedad.

5: Comprender el concepto de no-orientabilidad con
animaciones utilizando la banda de Mdobius (Figura
5).

Figura 5: Parametrizaciones y orientacién
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4. MEDIDA E INTEGRACION EN

VARIEDADES

El alumno del grado en Mateméaticas conoce de la
teoria de integracién como asociar longitudes, areas y
voliimenes a los subconjuntos medibles en R, R? y R?
respectivamente. Sin embargo, la medida de Lebesgue
asocia valor cero a un segmento en R? o en R3, a
una superficie en R? y no proporciona una medida
de longitud en R? ni una medida de 4rea en R3.
Comenzando por el caso més sencillo se establece un
concepto de medida adecuada sobre los subespacios
de un espacio vectorial para llegar de forma natural al
concepto de medida de paralelepipedo y su relacién

con del producto exterior de los vectores que lo
dirigen. Con 6rdenes del tipo Wedge o Cross se pueden
resolver facilmente los problemas de calculo en estas
situaciones sencillas. En la Figura 6 se muestra la
interpretacién geométrica del producto mixto de tres
vectores en el espacio. El alumno puede seleccionar las
coordenadas de los vectores y la rutina los dibuja y
calcula el valor de su producto mixto. Opcionalmente
puede mostrarse el paralelepipedo que forman dichos
vectores y su volumen se calcula de forma dindmica.

Figura 6: Producto mixto
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Al concepto de medida (local) en una variedad
puede llegarse de forma heuristica por aproximaciones
de medida de paralelepipedos construidos sobre cada
espacio tangente. En la Figura 7 se muestra el
resultado de aplicar una rutina que representa dichos
paralelepipedos y su proyeccién como una regién
sombreada en la superficie, con la posibilidad de
modificar todos los elementos de forma interactiva,
ayudan a entender de una forma muy efectiva
este procedimiento de medida por aproximacién y
a interpretar el elemento de medida (longitud o
superficie) como el factor de expansién entre la medida
en R¥,

Se disenan diferentes rutinas para automatizar
el calculo de integrales de linea y superficie. Las
nuevas 6rdenes PlotVectorField, ListPlotVectorField,
GradientFieldPlot, y sus versiones en 3D incluidas
en la versién 8.0 del programa Mathematica son
utilizadas para explicar la interpretacion fisica de una
integral de linea en términos del trabajo al considerar
el campo como un campo de fuerzas o de una integral
de superficie como el flujo del campo a través de la
superficie.

La Figura 8 muestra los objetos que intervienen
en la evaluacién de una integral de linea en R2
([3]). Los alumnos pueden cambiar la curva o utilizar
diferentes parametrizaciones para investigar el efecto
de la orientacién sobre el resultado de la integral. El



Figura 7: Medidas en una variedad
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campo vectorial que se integra también puede elegirse
a conveniencia.

Figura 8: Integral de linea
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5. LOS TEOREMAS CLASICOS DEL ANALISIS
VECTORIAL

Los teoremas clasicos del anélisis vectorial aparecen
como casos particulares del teorema de Stokes general,
usualmente presentado y demostrado en los textos de
matematica avanzada en el lenguaje de las formas
diferenciales. La potencia de Mathematica como
programa de calculo simbdlico facilita la comprension,

mediante comprobacion directa de calculos, de
la equivalencia entre el enfoque cldsico (campos
vectoriales y escalares) y el enfoque moderno de las
formas diferenciales. Al mismo tiempo, el alumno
adquiere la agilidad y destreza necesarias para utilizar
indistintamente ambas técnicas. En esta traduccion
de lenguajes, las operaciones cldsicas (gradiente,
rotacional, divergencia etc.) aparecen asociadas a la
diferencial exterior de formas diferenciales ([12]).

Los teoremas de Green, Stokes clasico, y de la
divergencia nos permiten en particular establecer
significados fisicos para los conceptos de divergencia
y rotacional. Todas estas operaciones entre campos
escalaras y/o vectoriales estdn implementadas como
instrucciones del package Vector Analysis. Ademas
de ejercicios de verificacién del teorema de Stokes,
se incluyen otros ejercicios interactivos de calculos
tipicos de asignaturas de fisica, como puede ser la
determinacién de centros de gravedad y momentos de
superficies.

6. METODOLOGIA Y RESULTADOS

El material elaborado se organizé en diferentes
laboratorios agrupados por unidades temaéticas. La
docencia de la asignatura Anélisis Vectorial se
imparti6 durante el primer semestre del curso
académico 2011-2012 para alumnos del tercer curso
del grado en Matematicas en la Universidad de Cadiz.
Cada alumno recibe tres sesiones de una hora dirigidas
por el profesor mas dos horas a la semana dedicadas
a los laboratorios. Las clases de laboratorio se dividen
en grupos, con una media de diez alumnos por aula. A
través del campus virtual de la Universidad de Cadiz
los alumnos disponen del material con antelacién,
incluyendo informacién sobre los objetivos que se
desean alcanzar en cada taller y las pruebas que tienen
que realizar y entregar para su evaluacién. En la
primera de las dos sesiones el profesor explica los
contenidos y los procedimientos de los que consta
cada laboratorio, mostrando ejemplos resueltos, como
coleccién de problemas tipo. En la segunda de las
sesiones el alumno experimenta con el material y
trata de resolver los problemas propuestos; se fomenta
la participacién en grupos aunque la entrega de
ejercicios es individual. El profesor supervisa los
progresos y resuelve las posibles dificultades o dudas
que estan surgiendo. Al final de la segunda sesion el
alumno dispone de un tiempo limitado para enviar sus
respuestas a través del campus virtual.

Al final de la experiencia los alumnos valoraron pos-
itivamente el uso del material para comprender mejor
conceptos dificiles de aprender, como el de orienta-
bilidad y variedad con pseudoborde. Demandan mas
dedicacién de horas a los laboratorios, posiblemente
porque despierta su interés y participacion, pero al



mismo tiempo creen necesario el desarrollo de la ma-
teria en pizarra por parte del profesor. Consider-
an muy positivas las aplicaciones a problemas fisicos
pero manifiestan poca satisfaccion sobre los resultados
obtenidos, lo que nos lleva a reforzar este punto en ex-
periencias sucesivas. La interaccién entre profesores de
distintas disciplinas que se ha desarrollado gracias a
este proyecto nos ha aportado una vision méas amplia
de las necesidades y deficiencias de cada sistema de
ensenanza individual.

En general los resultados de las evaluaciones de
los alumnos, en comparacién con los alcanzadas en
el curso anterior con el mismo profesorado, son
considerablemente mejores, pero necesitaremos mas
tiempo para evaluar esta tendencia mas alla de las
caracteristicas propias de cada curso.
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